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Kapitel 1: Forord

Kapitel 1
Forord

Denne rapport er udarbejdet af Dennis Albert Vous Haney og Martin Leopold
i perioden 9/2-2001 til 17/4-2001 som bachelorprojekt i datalogi ved Kgben-
havns Universitet. Firmaet Silicide A/S har stillet lokaler og computere til radig-
hed samt sgrget for bespisning.

Projektet omhandler en hardware implementation af en ligningslgser til et
lineert ligningssystem. Det vil igennem rapporten blive belyst, hvordan et lig-
ningssystem genereres ud fra et elektronisk kredslgb, hvordan et generelt line-
ert ligningssystem matematisk lgses og hvordan forskellige hardware arkitek-
turer kan benyttes til Igsningen. Dette vil resultere i et udkast til implementa-
tion af en speciel arkitektur. Kombineret med specielle matematiske egenskaber
af ligningssystemerne vises det, at et linezert ligningssystem ideelt kan lgses
O(logz(N)) tid.

Der vil igennem rapporten vare en datalogisk tilgangsvinkel til emnet og der-
for forventes det, at leeseren er bekendt med viden svarende til en datalogisk
forstedel samt en rimelig matematisk modenhed.

Under arbejdet med projektet er idéerne fra synopsis (vedlagt som bilag) ble-
vet videreudviklet. Der bliver ikke udelukkende behandlet ligningssystemer fra
kredslgbsanalyse, der er heller ikke implementeret en prototype og idéen med
at benytte programmet ESACAP til at levere testdata er derfor droppet.

Rapporten er typesat med KIRX.
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Kapitel 2: Ligningssystemer

Kapitel 2
Ligningssystemer

I dette kapitel introduceres kort kredslgbsanalyse for senere at bruge de lig-
ningsystemer, som opstér i denne forbindelse. Emnet kredslgbsanalyse er langt
storre, end det her er antydet, og der foregér betydelig forskning inden for re-
praesentation af kredslgb, kredslgbsmodeller, ligningsopstilling og simulation.
Mange af de problemstillinger, der findes inden for dette omréde, har ikke di-
rekte relevans for denne rapport og daekkes derfor ikke. Introduktionen er in-
spireret af [RD93, kap. 27].

2.1 Kredslgbsanalyse

Essensen i kredslgbsanalyse ligger i modelleringen af kredslgbet. For en gi-
ven elektrisk komponent kan opstilles en sikaldt overfgrelselsfunktion, som pa
passende vis modellerer komponentens opfgrsel. Der kan valges forskellige ni-
veauer af detaljering. P4 laveste niveau simuleres hver enkelt transistor og mod-
stand. P& hgjeste niveau ses pa funktionalitet af store blokke, ofte beskrevet
i programmeringssprogslignende sprog (pd DIKU benyttes SIMSYS). For store
kredslgb vil det vaere beregningsmaessigt uoverkommeligt at simulere hver en-
kelt transistor i hele kredslgbet, derfor kan valges at blande forskellige niveauer
af detaljering saledes, at simuleringen koncentrerer sig om serlige dele af et
kredslgb. Denne rapport befinder sig pd nederste niveau ofte omtalt som “tran-
sistor level” af indlysende &rsager. Egenskaber, som ofte gnskes simuleret pé
dette niveau, er speendings- og strgmkurver som funktion af tid. Disse mal skal
afslgre forskellige karakteristika om kredslgbet, det kunne veere stigtider eller
timing.

Ved hjalp af Kirchoffs strgmlov samt Ohms lov kan nu opstilles et szt knu-
deligninger for kredslgbet. Metoden til opstilling af knudeligninger er ikke fast,
men kan tilpasses de givne omstandigheder. En metode er den modificerede
knude tilgang (Modified nodal approach). Denne metode valges ofte, da den
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Kapitel 2: Ligningssystemer Sektion 2.2: Specielle karakteristika

handterer bade strem- og spandingsstyrede komponenter (se [RD93] for detal-
jeret gennemgang).

Grundleeggende er der to karakteristiske overfgrselsfunktioner: Lineaere (mod-
stande og spandingskilder) og ulinezre (dioder, kondensatorer, transistorer og
evt. selvinduktanser). For de lineaere elementer galder, at det kan lade sig gore
at opstille et linezert ligningsystem, som modellerer kredslgbet. Tilsvarende kan
opstilles et ulineart ligningssystem for kredslgb med ulinezre komponenter. Det
er ikke muligt at lgse ulineere ligningssystemer direkte, derfor skitseres kort en
numeriske metode. Der henvises til [WJM88, kap.4] for en mere fyldestggrende
beskrivelse. For et givet ulineart system, det kunne vare et system fremkommet
fra en kredslgbsbeskrivelse, galder:

g(V)=1 2.1)

hvor g er en overfgrelselsfunktion, V er spaending og I er strgm. Ligningen kan
ogsa skrives som
gV)=g(V)—I=0: R"—>R" (2.2)

Altséa transformeres problemet til at finde nulpunkter i (V). En metode, som
kan benyttes, er Newton-Raphson iteration udvidet til funktioner af flere va-
riable. Essensen i Newton-Raphson er en Taylorudvikling af g(V). Den afledte
af g(V) : R™ — R™ er kendt som den totalafledte eller jakobimatricen. Som
antydet er Newton-Raphson en iterativ metode, som lgser problemet f(x) = 0.
Metoden kan ud fra et nuvarende bud x. finde et nyt bud x, :

of |
X4 =X — la_] f(xc) (2.3)
x
X=Xc¢
hvilket kan omskrives til
of
la_] (xe — X+) = f(xc) 2.4)
x =X

som tydeligt er pa formen Ax = b. Altsad kan et ulinezrt ligningssystem lgses
som en rekke lineare ligningssystemer.

2.2 Specielle karakteristika

De ligningssystemer, som fremkommer fra analysen af linezre og ulineere
kredslgb, udviser karakteristika, som kan udnyttes under lgsningen af lignings-
systemerne. Det er klart hvordan disse karakteristika fremkommer i lignings-
systemer fra linezre kredslgb, men de samme karakteristika vil ogsé optraede
i Newton-Raphson iterationens lineere ligningssystemer. Det ligger uden for
denne opgave at beskrive, hvordan disse karakteristika overfgres fra det uline-
ere ligningssystem til de lineare ligningssystemer.
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Sektion 2.2: Specielle karakteristika Kapitel 2: Ligningssystemer

Ligningssystemerne vil altid vare strukturelt symmetriske. Modeller som
opstiller ligningssystemer ud fra knuder i kredslgbet, som den modificerede
knudetilgang fra sidste kapitel, tilfgjer informationer om knuderne i par sym-
metrisk om diagonalen. Det vil sige, at en forbindelse altid har en tilsvarende
symmetrisk pd den anden side af diagonalen.

Ligningssystemerne er kvadratiske. Idet, der for hver knude i kredslgbet,
altid tilfgjes et eller flere par indgange i matricen pa hver side af diagonalen, vil
sideleengderne vokse ens og proportionalt med antallet af knuder.

Ligningssystemerne er tyndtbefolkede. Hver knude har typisk kun forbin-
delse til f4 andre knuder, sdledes at der kun vil veere fa indgange for hver knude
i matricerne.

Ligningsystemet har en rand. I et kredslgb vil der ofte veere knuder med for-
bindelser til mange andre knuder - power er en knude, som vil vaere forbundet
til naesten alle andre knuder. Sddanne knuder vil afstedkomme en rand omkring
ligningssystemet.

Ligningssystemerne er hierakisk opbygget i blokke. En anden egenskab,
som springer i gjnene, er formen af ligningssystemet. Typisk bestéar et stort elek-
trisk kredslgb, som en chip, af en raeekke store kredslgbsblokke, der internt er taet
forbundet, men som kun er forbundet med hinanden med fa forbindelser. Som
et eksempel pa dette ses kredslgbskortet i en almindelig PC; her vil der vere
en raekke chips forbundet med printbaner. Inde i en chip er der et stort antal
forbindelser sammenlignet med benforbindelserne til omverdenen. Organiseres
ligningssystemerne s& naboknuder (i eksemplet: Nabo-chips) ligger nzer hinan-
den i matricerne, opnds et ligningsystem med en meget karakteristisk struktur
(se figur 2.1). Denne karakteristiske struktur er hierakisk saledes, at de enkelte
blokke er opbygget pd samme made. Fortsattes der med PC eksemplet vil hver
chip veere opbygget af en reekke blokke med forbindelser - det kunne veere en
ALU. En ALU er igen bygget op af en reekke forbundne blokke. P4 denne méde
gentager strukturen sig i kredslgbet og dermed ogsa i matricen. En matrix som
har denne struktur kaldes ofte for “BBD - Block Bordered Diagonal”.
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Kapitel 2: Ligningssystemer Sektion 2.2: Specielle karakteristika

P09 9999999999

Figur 2.1 — Et BBD ligningssystem kunne vere et ligningssystem fremkommet ved
kredslgbsanalyse.
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Kapitel 3: Lgsning af ligningssystemer

Kapitel 3
Losning af ligningssystemer

Dette kapitel ser overordnet pa lgsningen af linezre ligningssystemer. Ind-
ledningsvis diskuteres anvendeligheden numeriske metoder kort, ligeledes pree-
senteres Gauss-elimination kort og resten af kapitlet beskriver den ofte anvendte
variant LU faktorisering.

Som notation vil summationer med negativt index (f.eks. Z?) forlgbe 0 gan-
ge.

3.1 Numeriske metoder

Til lgsning af ligningssystemer virker det besnerende at benytte sig af itera-
tive numeriske metoder, der paralleliserer godt, og som ofte er hurtigere end
direkte metoder.

For at sikre konvergens indfgrer de klassiske numeriske metoder uheldig-
vis begransninger pa de ligningssystemer, som kan lgses. For eksempel kreever
Gauss-Siedel metoden at ligningssystemet er diagonaldominant [DW96, side
230]. For generelle ligningssystemer kan det ikke garanteres, at disse speci-
elle egenskaber er opfyldt, sdledes at en af de klassiske numerisk metoder ville
kunne anvendes.

Der findes dog specielle numeriske metoder, der dekker specielle omrader.
[T197] har en tekst om en lgsningsmetode til iterativ lgsning af partielle diffe-
rentialligninger med finite element metoden.

3.2 Direkte lgsningsmetoder

Den Kklassiske algoritme inden for de direkte ligningslgsere er Gauss elimina-
tion. Gauss elimination beskrives her ikke i detaljer, men en glimrende gennem-
gang kan findes i [RM93].
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Kapitel 3: Losning af ligningssystemer Sektion 3.3: LU faktorisering

Gauss elimination lgser ligningssystemer pé formen:
Ax=Db (3.1

hvor A er en kendt matrix, der indeholder koefficienterne til ligningsystemet,
b er en kendt vektor og X er vektoren af ubekendte. Ligningsystemet lgses i
to trin: Forst transformeres 3.1 ved hjalp af reekkeoperationer til et ekvivalent
ligningssystem, hvor der gelder at A er transformeret til et gvre trianguleert
system og b er blevet zndret passende. Altsd er A transformeret til en matrix
A, som kun indeholder 0-elementer under diagonalen og b til en ny b. Dernaest
udfgres baglens substitution, hvorved de variable x; i vektoren % lgses én ad
gangen:

x=A"b (3.2)

Der er udviklet et utal af variationer af Gauss eliminationen specialiseret til
hver sit formaél, hvoraf der kun ses pa en enkelt - LU faktorisering. LU betegner
en opdeling af A til to nye matricer L og U:

A=1U (3.3)

L er en matrix, hvor alle indgange over diagonalen bestér af 0 og tilsvarende har
U kun 0 i alle indgange under diagonalen. x findes ved at lgse det kvivalente
system:

LUux=b (3.4)
Algoritmen for lgsning af linezre ligningssystemer p& formen Ax = b bliver
[WJMSS, kap. 2.1] altsa:

e Faktoriser A til L og U
e Lgs Lz = b for z (0gsd kendt som fremad substitution)
e Lgs Ux = z for x (ogsa kendt som baglans substitution)

Den store fordel ved LU faktorisering fremfor Gauss elimination ligger i, at
lgse flere ligningssystemer med samme koefficientmatrix (A) og forskellige hgj-
resider (b). Det kan vises, at antallet af tidkritiske operationer er ens for Gauss
elimination og LU faktorisering [WJM88, p.22]. Dermed bliver LU faktorisering
altid en @kvivalent eller hurtigere metode end Gauss elimination.

3.3 LU faktorisering

I dette afsnit udledes faktoriseringen af A til L og U. Udledningen er hoved-
sagligt inspireret af [DW96, kap.4.2]. Der startes med en n x n matrix A, idet
systemet bestar af n ligninger med n ubekendte. LU faktorisering vil ogsé veere
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Sektion 3.3: LU faktorisering Kapitel 3: Losning af ligningssystemer

mulig for systemer, som ikke er n x n, men der henvises til anden litteratur for
yderligere detaljer. Med matrix A ledes efter

111 0 0 0 U1 w2 U113 ... Un
121 122 0 - 0 0 U2 U223 ... Uyn
L= 131 132 133 0 og u= 0 0 Uu33 ... U3np
1“1 lnz ln3 - lnn 0 0 0 voo Unn
(3.5)

som opfylder ligning 3.3. Det kan vises, at ligning 3.5 ikke definerer diagonale-
lementerne i L og U entydigt. Derfor viser det sig ngdvendigt at fastlegge dia-
gonalelementerne i enten L eller U. De skal dog fastlegges til en ikke-0 veerdi.
Hvis elementerne 1;; fastleegges, er det muligt at beregne w;; eller tilsvarende
lade u;; bestemme 1;;. Et indlysende valg kunne vare at lade enten 1;; eller
uy; veere 1, da der, som det vil fremgé senere, spares en division. Hvis Ly, = 1
kaldes denne faktorisering for Doolittle’s faktorisering og tilsvarende er uy, =1
en Crout’s faktorisering.

Der ses nu pa matrixproduktet af L og U og egenskaberne af de to matricer
udnyttes. Det antages, at diagonalelementerne i A er forskellig fra 0, idet det
kan vises, at denne antagelse er tilstraekkelig til at sikre, at der findes en LU
faktorisering af A [DW96, p.166].

n min(i,j)
aij = Z 1isusi = Z l"lsusj (3.6)
s=1 s=1

idet lis =0 for s >10g u;s =0 for s < 1.

For hvert ai; fastleegges altsd den j’te sgjle i U og den i'te raekke i L. I et
givet trin ay; vil alle raekker 1,2,...,i-1 og alle sgjler 1,2,...,j-1 vaere bestemt i et
foregdende trin. Diagonalelementerne i A udtrykkes ud fra matrixproduktet LU
i=j=k:

min(k,k) k—1
Gk = Y lislor = bt + ) hesUex (3.7
s=1 s=1
Hvis lxk er specificeret kan ligning 3.7 bruges til at beregne ., idet axx kendt
og summeringen er kendt (idet den kun indeholder rakker/sgjler fra forrige
trin). Det samme ggr sig gaeldende for uyy specificeret.

I det K'te trin er nu uyy og Ly kendt. Derfor kan ligning 3.6 nu bruges til at
finde de gvrige elementer; for den k’'te raeekke og den K’te sgjle geelder da:

k—1

ay; = ks + Z Less; (k+1<j<mn) (3.8
s=1
k—1

aix = Likukk + Z lisusik (k+1<i<n) 3.9

s=1
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Kapitel 3: Losning af ligningssystemer Sektion 3.3: LU faktorisering

Hvis lxx # 0 kan 3.8 bruges til at finde elementerne wy;. Hvis uyx # 0 kan
3.9 bruges til at finde elementerne 1.

3.3.1 Algoritme uden pivotering

I dette afsnit udledes to algoritmer til LU faktoriseringen uden brug af pivo-
tering. Pivotering diskuteres i afsnit 3.5.1.

L seettes til 1 i det folgende. Det udnyttes, at beregningen af diagonale-
lementet uyy er identisk med beregningen for de gvrige wy; elementer. Det
bemerkes, at der i ligning 3.9 skal geelde uy # 0. Den tidligere beskrevne
antagelse a;; # 0 sikrer at dette altid gaelder. Ud fra ligning 3.8 og 3.9 findes da
de gvrige elementer i L og U, hvilket fgrer til algoritme 3.1.

I stedet for at summere i hvert {’te og j’te trin i algoritme 3.1 viser det sig at en
akkumulering af summasionerne kan gemmes i A under beregningen (samme
idé ses i [WJMS88, 2.4]). Denne algoritme vil senere vise sig nyttig. Varianten
ses i algoritme 3.2.

LU FAKTORISERING UDEN PIVOTERING (3.1)
(1) inputn, [ai;]
(2) fork=1tondo

3) Ik =1

(4) forj =k tondo

() Wi = Qi — 2127 bsls
(6) end do

40 fori =k+1 tondo

(8) lix = Sﬁ - Z:;I] 1_111%&
) end do

(10) end do

(11) output [1'1)' 1, [uij ]

3.3.2 Blok LU faktorisering

I stedet for at regne pa en sgjle/reekke ad gangen viser det sig nyttigt at LU
faktorisere i blokke.

Studeres algoritme 3.2 er det klart, at LU faktoriseringen forlgber i 3 trin (se
ogsa figur 3.1):

1. Opdater en sgjle i L
2. Opdater en raekke i U

3. Opdater E

Denne idé kan udvides til at LU faktorisere A i blokke af et antal elementer.
Skrives definitionen af LU produktet med A opdelt i blokke, er det nemt at se
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Sektion 3.3: LU faktorisering Kapitel 3: Lgsning af ligningssystemer

LU FAKTORISERING UDEN PIVOTERING MED AKKUMULERET SUM (3.2)

(1) inputn, [a]
(2) fork=1tondo

(3) e =1

(4) fori=k+1 tondo

(5) L = gt

(6) end do

¢! forj = ktondo

(8) Ukj = Akj

9) end do

(10 fori = k+1 tondo
11 forj = k+1tondo
(12) aij = aij — likukj
(13) end do

(14) end do

(15) output [Li;],[wi;]

Figur 3.1 — Algoritme 3.2 skematisk opdatering.
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Kapitel 3: Lgsning af ligningssystemer Sektion 3.4: Substitution

Figur 3.2 — Blok LU faktorisering.

hvordan blok LU faktoriseringen forlgber:

. L4 0
L1 La2

Ly1 Uy LUz ]

Al Al
A1 Ap

Uy Usz
0 Upx

A= (3.10)

LUy LopUgz +LaoUs

hvor L;7 og Wy findes ved at LU faktorisere A7 og de gvrige lgses som:

A =LylUn = Ly =AnUuy
Ana=L11lU; = Up=L1 A
Az =LyUp+ LUz = E=LpnUxp=An-—LhUp;

Vzlges blokke som pa figur 3.2 forlgber blok LU faktoriseringen som:
1. Faktoriser C til L, U, C

2. Beregn B ved at lpse LB = B

3. Opdater E = E — CB

4. Faktoriser E, enten rekursivt med samme algoritme eller direkte.

3.4 Substitution

Efter LU faktoriseringen lgses de to ligningssystemer Lz = b og Uk = Z som:
z=L""b (3.11)

x=U'z (3.12)

Idet bade L og U er trianguleere, kan metoden kendt som substitutionsmetoden
benyttes til at lgse 3.11 og 3.12. Substitutionsmetoden udnytter, at L og U er
trianguleere. Ved at se pé strukturen af et trianguleert system, er det klart, at
ligningen i den ende, som er “spids”, kan lgses trivielt. Med denne lgsningen
kan den neste ligning med 2 variable lgses osv. Altsa kan U lgses ligning for
ligning fra neden. Tilsvarende kan L Igses ligning for ligning ovenfra.
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Sektion 3.5: Problemer Kapitel 3: Losning af ligningssystemer

Lad L veaere en n x n matrix og nedre trianguler. Da lgses 3.11 ved fremad
substitution som:

i—1
Zi:(bi_zlijzj)/lii "L=1,...,TL (313)
=1
da ;=1 gelder
i—1
Zi:bi_zlijlj i=1,...,n (3.14)
j=1
Lad U veere en nxn matrix og gvre trianguler. Ligning 3.12 lgses ved bagleens
substitution: N
Xi = (Zi— Z uinj)/LLﬁ i.:n,...,] (3.15)
j=1i+1

3.5 Problemer

LU algoritmen som presenteret i sidste afsnit virker med sin enkelthed utrolig
tiltreekkende. Desverre er der nogle problemer, nér den skal implementeres pa
en computer:

e Hvis uy; = 0 for et givet i bryder processen sammen.

e Da computeren kun har en endelig pracision i sin talreprasentation, kan
det risikeres at praecisionen ikke er sd god som antallet af bits (nummerisk
fejl). Altsa at en raekke af lgsningens cifre ligger uden for usikkerheden og
kan derfor ikke stoles pa.

e Den endelige precision i computeren kan ogsé afstedkomme feenomenet
“numerisk ustabilitet”. I verste fald kan fanomenet resultere i, at den
beregnede lgsning ikke er korrekt. I en Newton-Raphson iteration kan det
medfgre divergens af iterationsprocessen.

Matricerne fra kapitel 2 er ofte meget store og tyndtbefolkede. Hvis alle ele-
menter opbevares eksplicit, kan der opsté lagerproblemer. Ved at udnytte at ma-
tricerne er tyndtbefolkede, kan 0-elementer opbevares implicit. Pa denne méde
opnas pladsbesparelse og der spares beregningstid (idet det er trivielt at regne
pa O-elementer i matricerne).

3.5.1 Pivotering og reprasentation

En méde at lgse disse problemer ligger i reekkefglgen, hvori operationer udfe-
res - pivoterings raeekkefplgen. Ved at ombytte reekkerne, pivotere, pd passende
vis under LU faktorisering, kan det sikres, at ligningssystemet konvergerer, og
at praecisionen bliver optimal.
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Kapitel 3: Losning af ligningssystemer Sektion 3.5: Problemer

Nér der tales om tyndtbefolkede ligningssystemer, vil naiv Gauss Elimination
og LU faktorisering introducere nye ikke 0-elementer i matricerne. For at kunne
bevare de tiltalende egenskaber ved de tyndtbefolkede matricer introduceres
den optimale pivotordning. Ved pivotordning forstds den reekkefglge, som rek-
keoperationerne i Gauss eliminationerne udfgres. Den optimale pivotordning er
den ordning, som skaber faerrest nye ikke 0-elementer.

Uheldigvis kan det at udfgre pivotering veere meget dyrt. Beregningen af
hvilke raekker, som skal byttes om, kan veere kompliceret og kreever globalt kend-
skab til matricen. Medmindre matricen opbevares i en fornuftig repraesentation,
kan det veere dyrt at bytte om pé raekker i matricerne.

Hvis ligningssystemerne stammer fra en Newton-Raphson iteration, og en
reekke ligningssystemer lgses med ikke-optimal precision, vil den pris, som be-
tales veere en nedsat konvergenshastighed i iterationen. Afhaengig af den valgte
lpsning kan det maske betale sig helt at undlade pivotering. Hvis lgsningen til
Newton-Raphson iterationen divergerer, vil det veere ngdvendigt at pivotere el-
ler lappe pé proceduren pé anden vis.

Det er vigtigt, at repreesentationen pé en effektiv méde understgtter reekke-
operationerne, som kraves af LU faktorisering. Hvis den valgte algoritme ud-
fgrer pivotering, vil det vaere en stor fordel at understgtte de operationer som
kreeves (bade lasning og skrivning) effektivt. De basale razkkeoperationer er
ombytning, addition med en konstant og multiplikation med en konstant. Ikke
overraskende har de forskellige lgsningmetoder hver yderligere krav til at tilga
matricernes elementer. For at lave en effektiv repreesentation til en algoritme,
er det derfor ngdvendigt at se pé i hvilken raekkefplge algoritmerne tilgér ele-
menterne. Effektive repraesentationer er beskrevet i [WJM88, kap. 3.1].

Nér O-elementer repraesenteres implicit, kreeves det, at indsettelse af 0-ele-
menter sker pa en effektiv méde. Lagres eksempelvis alle ikke 0-elementer fort-
lgbende efter hinanden, vil indsettelse af et ikke 0-element krave en flytning
af alle eller dele af de gvrige elementer. En anden ofte brugt mulighed er at for-
udberegne hvor i matricen, der under beregningerne vil opsta ikke 0-elementer
og reservere disse péd forhand. Ved pa forhand at kende pivoteringsrakkefglgen
af matricen kan det forudsiges, hvor der vil opstd nye ikke 0-elementer.
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Kapitel 4

Arkitektur

I det foregdende kapitel blev lgsning af linezre ligningsystemer ud fra et ma-
tematisk synspunkt diskuteret. I dette kapitel diskuteres fordele og ulemper ved
forskellige hardwareimplementationer af en ligningslgser.

Der vil blive fokuseret pa en reekke nye og gamle idéer indenfor processor ud-
viklingen, som kan vare interessante til at lgse linezre ligningssystemer. Det er
langt fra en udtgmmende liste, men den deekker alligevel store dele af omradet.
Senere kommer en mere uddybende beskrivelse af de enkelte arkitekturer, men
her en kort oversigt:

e Uniprocessor

- En modificeret RISC kerne med mange eksekveringsenheder til fly-
dende tal i kernen.
Her benyttes en speciel processor, der ligner en ganske almindelig
RISC processor set fra programmgrens synspunkt, men det overlades
til selve processoren at finde nyttigt arbejde.

— VLIW-kerne med mange eksekveringsenheder til flydende tal i ker-
nen.
Til forskel fra den modificeret RISC kerne, hvor skeduleringen over-
lades til selve processoren, er det her oversatterens opgave.

- En vektor processor.
En vektor processor fungerer, som navnet antyder, ved at arbejde
pa vektorer af data i stedet for registre. Det er dermed muligt med
enkelte instruktioner at arbejde effektivt med store maengder data.

e Multiprocessor

- En samling almindelige COTS (Commercial Off-The-Shelf) maskiner
forbundet via et netveerk.
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En fattigmandsversion af en multiprocessormaskine. Ved at bruge bil-
lig standard hardware opnds mange sma maskiner istedet for én stor
kraftig.

— En multiprocessormaskine med falles lager - en supercomputer.
For lgsning af nogle problemer kan det veere en fordel, at alle proces-
sorer har lige hurtig adgang til det samme lager.

e Massiv parallelisering
En helt ny teknologi som endnu ikke har set kommerciel anvendelse.

— Flere RISC-kerner pa én chip.
Idéen er, at bygge et antal processorer sammen pa en chip i et ultra
teetkoblet netveerk med en yderst simpel kommunikationsprotokol,
sdledes at kommunikationsomkostningerne minimeres.

— Et systolisk array.
Dette er et specielbygget mgnster af eksekveringsenheder sat sam-
men pa en made, at de er i stand til at lgse et givet problem. Idéen
i det systoliske array er at programmere datavejene direkte ind i
hardware.

I de fglgende afsnit, vil der fokuseres pa detaljerne i ovenstaende arkitekturer,
men fgrst et afsnit om lageret.

4.1 Lager

For Ilgsningen af meget store linezre ligningssystemer er der to faktorer, som
gor lagertilgangen til den begraensende faktor.

Lgsning af ligningssystemer er en meget bandbreddeforbrugende proces med
en meget reguler tilgang til data. I mange arkitekturer er lagersystemet optime-
ret til tilgangshastighed af tilfeeldige data, men i dette tilfeelde burde optimerin-
gen veaere efter bandbredde. Ydermere er det sddan, at arkitekturer ofte har en
meget optimeret central beregningsenhed, der er flere faktorer hurtigere end
det omkringliggende lagersystem - derfor opnés kun optimal ydelse, hvis der
beregnes meget mellem lagertilgange. Lgsning af ligningssystemer er ikke en af
disse problemer, og derfor gdeleegges balancen mellem tilgang til lageret og be-
regninger. Det skal dog naevnes, at det er muligt at cacheoptimere en implemen-
tation, s& det aktive dataset passer i cachen og dermed opna stgrre udnyttelse
af maskinen. En sddan implementation vil naturligvis veere platformsafhangig.
BLAS implementationen ATLAS[ATINET], er et eksempel pa en implementation.

For multiprocessor arkitekturer deler organisationen af lageret sig primeert
i to lejre: Distribueret og feelles, hver med utallige varianter. Vi ser pa 3 ofte
brugte varianter:

16/53



Sektion 4.2: Uniprocessor Kapitel 4: Arkitektur

CPU CPU CPU

Mem

Figur 4.1 — Felles lager. Alle processorer har samme adresserum og tilgangshastig-
hed. $ er cache.

e Fzlles lager (Figur 4.1). Alle arbejder pa det samme lager, og tilgangen
er den samme for alle. For lagerkreevende opgaver, som lgsning af linezre
ligningsystemer, er denne ikke den optimale, nar antallet af processorer
stiger. Grunden er de stigende omkostninger til hdndtering af konsistens
og overensstemmelse mellem de forskellige processorers opfattelse af la-
gerets indehold.

e Distribueret lager (Figur 4.2). Denne model har et hurtigt lager ved hver
af de enkelte processorer, men tilgangen til andre dele af lageret end den
lokale er meget langsom. Det er derfor hensigtsmaessigt at handtere ud-
vekslingen af delte elementer eksplicit.

e Dancehall (Figur 4.3). Er en kombination af de to forrige. I denne mo-
del er lageret distribueret i raekke lagerbanke pd en sddan méde, at alle
processorer har adgang til alle banke. Sdledes kan en bank levere data uaf-
haengigt af de gvrige, sa den samlede bandbredde gges vasentligt. Navnet
kommer af, at en processor eksklusivt allokerer en lagerbank, som nér en
mand danser med en kvinde. For multiprocessor systemer kan det antages,
at data er konsistent for alle processorer.

En multiprocessor implementation vil i hgj grad athaenge af hvilket lagersystem,
der bliver brugt. Varianter af de tre navnte lgsninger bruges i dag kommercielt i
mange maskiner. P4 DIKU findes Mokkurkalfe (En Sun Enterprise 6500 med 24
processorer og 24GB RAM) som benytter en variant af det felles lager og Dan-
cehall. Desuden har DIKU Kvaser (16 Pentium maskiner sat sammen i et hurtigt
SCI netveerk, en sakaldt klynge), som benytter en variant af det distribuerede
lager.

4.2 Uniprocessor

Som den mest gennemprgvede og velkendte teknologi beskrives en raekke
muligheder for at understgtte lgsning af linezre ligningssystemer i et unipro-
cessor system.
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Figur 4.2 — Distribueret lager. Processorerne har separat adresserum og er forbun-
det i et netvaerk. $ er cache.

Fuldt forbundet

Figur 4.3 — Dancehall lager. Lageret er adskilt i banke, men dog stadig med fzlles
adresserum og tilgangshastighed. $ er cache.

Langt den mest fremherskende metode i dag er pd den ene eller anden méde
at udvikle en hurtig processor. Man er i gjeblikket ved at né et stadie, hvor
arkitekturerne er blevet sa store og komplicerede, at det er svaert at udvide dem
til at kgre hurtigere. Et godt eksempel er Intels Pentium 4, som langt fra kan
yde det, som dens skabere havde habet pa.

4.2.1 En modificeret RISC-kerne

Pointen med denne arkitektur er, at det skal veere muligt for processoren selv
at finde nyttigt arbejde. P4 denne made kan allerede eksisterende programim-
plementationer bruges.

En forudsetning for at denne type arkitektur opnér optimal udnyttelse, er na-
turligvis at programmerne udviser tilstreekkelig parallelisme til, at processoren
kan starte s mange instruktioner, at alle eksekveringsenheder holdes i gang.

For at kunne finde afhaengigheder mellem fortlgbende instruktioner og til-
gang til lageret kreeves dog en hel del hardware. For instruktionsdelen alene
kraever det O(N?) tidskritiske kredslgb, hvor N er antallet af instruktioner, som
kan kgres parallelt. Desverre vil det vere et stort problem at fa processoren til
at kgre med en hgj klokfrekvens pa grund af denne store kompleksitet.

En meget stor fordel for udviklingen af denne arkitektur er, at der ikke be-
nyttes nogen nye og uafprgvede koncepter. Alle dele er kendt teknologi. Med
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lidt held og en god implementation er software delen triviel, da en almindelig
uniprocessor implementation eller en lettere modificeret version kan benyttes
med godt resultat.

4.2.2 VLIW-kerne

Til forskel fra ovenstdende RISC processor bygger VLIW pa at overlade det
til oversatteren at skedulere instruktionerne. Det er derfor i lighed med den
foregdende arkitektur vigtigt, at software implementationen udviser en sddan
parallelisme.

VLIW arkitekturen angriber RISC arkitekturens skeduleringsproblemer, da man-
ge afhaengigheder kan afggres pa oversattelsestidspunktet. Ved at overlade det
til software at foretage skeduleringen af instruktionerne forsimples hardwaren
veaesentligt, og det bliver derfor langt nemmere at optimere hardwaren saledes,
at den overordnede ydelse stiger.

Problemet, i forbindelse med lgsning af lineere ligningssystemer, er at denne
type program bestar af nogle meget smé lgkker, som det er simpelt at fjerne af-
heengighederne af. Derfor ville denne type processor ikke tilbyde noget i forhold
til en RISC maskine.

En stgrste ulempe ved denne arkitektur er, at den baserer sig pa helt ny og uaf-
provet teknologi. Den oversatterteknologi, som skal skedulere instruktionerne
effektivt, er endnu ikke udviklet i en kvalitet, der er god nok. Samtidig har
faktiske implementationer af processoren, endnu ikke set dagens lys og der er
dermed ingen fortilfaelde at leene sig op ad. Intel har i samarbejde med Hewlet
Packard projektet Itanium [ITINET] undervejs, men dags dato er den ikke of-
fentlig tilgeengeligt pd markedet for om ca. en maned.

4.2.3 En vektor processor

RISC arkitekturen og VLIW benytter sig som regel af SISD (Single Instruction
Single Data), hvorimod vektor computeren arbejder med SIMD (Single Instruc-
tion Multiple Data). SISD betyder, at der for hver instruktion kun indgér et
enkelt dataelement, mens SIMD betyder at en operation kan arbejde pa lang
reekke dataelementer.

Kernen i vektorprocessoren er vektorregistre. Disse registre fyldes med data
fra lageret og en given operation kan udfgres pa samtlige elementer i registret
samtidigt.

Et eksempel pd hvordan SISD arbejder i forhold til SIMD kan ses i algoritme
4.1 0g 4.2:

L@KKE 1 SISD 4.1
(1) label:

(2) load R1,0[R4]

(3) mul R1,R2,R1
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(4) addR1,R3,R1

(5) store R1,0[R4]

(6) addR4,R4,4

(7) add R5,R5,-1

(8) jumpnotzero R5,label

L@KKE 1 SIMD 4.2)

(1) label:

(2) loadvec V1,R4

(3) mulvec V1,R2,V1

(4) addvecV1,R3,V1

(5) storevec V1,R4

(6) add R4,R4,VLR

(7) add R5,R5,-VLR

(8) jumpnotzero R5,label

Eksemplet udfgrer operationen X = a%X+b. a ligger i register 2, b ligger i regi-
ster 3 og antallet af elementer, der skal regnes pé ligger i register 5. Data hentes
fra adressen gemt i register 4 og fremefter. VLR betegner vektorcomputerens
stgrrelse af vektorregister.

Den store forskel bliver at vektorprocessoren udferer lgkken R4/VLR gange,
hvor VLR er antallet af indgange i vektorregistrene, typisk 64-256 elementet,
og R4 er register 4 fra eksemplet. SISD processoren derimod udfgrer lgkken R4
gange, og det er svert at forudsige for processoren hvad der sker i fremtiden.

Da vektorprocessoren arbejder pa denne méade, er det muligt at optimere la-
gertilgangen, da denne bliver meget reguler. Den lagermodel, som oftest be-
nyttes, er dancehall. Ved at lade hver indgang i et vektorregister allokere en
lagerblok opnas at kunne fylde et vektorregistre med den fulde bandbredde fra
lageret.

En vektorcomputer er velegnet til lgsning af linezere ligningssystemer, da det
er muligt at lave en implementation, som udnytter vektor computerens fordele
effektivt og opnar teet pd 100% af den teoretiske hastighed. Derfor har vektor
computere ofte vaeret anvendt til at lgse denne type problemer, nér det var
hastighed der var brug for.

En af de store fordele ved denne lgsning er, at der kun skal udvikles software.
Endvidere eksisterer der allerede oversattere, som kan optimere et program til
en vektorcomputer. Der findes adskillige kommercielle produkter pd markedet,
hvis pris afspejler de store udviklingsomkostninger og fa anvendelser.

4.3 Multiprocessor

Nér der er brug for betydelig regnekraft, kan det ofte betale sig at kaste sig
over parallelismen i et givet problem. Derfor baserer alle store supercomputere
sig i dag pa pa flere processorer, og multiprocessorparadigmet er langsomt ved
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at finde anvendelse i almindelige arbejdsstationer.

Lgsning af fulde lineeere ligningssystemer er en opgave, som paralleliserer fint
og med en god implementation - nesten ideelt. Derfor er denne type maskiner
ofte set anvendt til dette problem.

4.3.1 En multiprocessormaskine med fzlles lager

En multiprocessormaskine med felles lager kaldes i daglig tale ofte for en su-
percomputer. Pointen med denne type maskine er, at det er muligt at kombinere
flere hurtige processorer til at lgse ligningssystemet. Hver af disse processorer
kunne vere en af de forgande, f.eks. mange vektorprocessorer.

En anden tiltalende egenskab er, at supercomputeren i mange tilfeelde vil have
adgang til store maengder lager, hvormed problemstgrrelsen ikke er en hindring.
Ligeledes vil der oftest vaere en program implementation til rddighed. Desveerre
er et felles lager ikke hurtigt nar antallet af processorer stiger, da lageret vil f&
problemer med konsistens, som omtalt i afsnit 4.1.

Udviklingsomkostninger

Da der kan benyttes et allerede tilgeengeligt kommercielt produkt, er det ikke
ngdvendigt at udvikle hardware. Ligeledes er programmellet ogséd kommercielt
tilgeengeligt. Derfor er dette en sterk, gennemafprgvet og hurtig lgsning. Pri-
sen pa disse maskine er dog meget stor og derfor, vil denne lgsning kun vere
tilgaengeligt for en lille gruppe mennesker.

4.3.2 COTS maskiner

I stedet for at investere i store specialiserede supercomputere kan det ofte
betale sig at ga efter en COTS maskine (Commercial Of-The-Shelf). En sddan
maskine bestdr, som navnet antyder, af komponenter der er tilgaengelige i com-
puterforretninger.

De seneste artiers udvikling indenfor almindelige arbejdsstationer har i dag
gjort COTS maskiner utrolig hurtige til prisen. Ved kgb af disse maskiner far
man, som situationen er i dag, langt mere processorkraft for pengene end ved
mere specialiserede arkitekturer.

Et antal kraftige arbejdsstationer kan settes sammen i et LAN, en sakaldt
klynge, som efterligner arkitekturen af en supercomputer med distribueret la-
ger. Lageret i systemet er distribueret ved, at hver maskine er fadt med egen
lagerenhed. Kommunikationsomkostningerne er ekstreme i forhold til de tidli-
gere arkitekturer, da man her kommunikerer gennem et LAN. P& grund af det
distribuerede lager vil det veere ngdvendigt at bruge processortid pa eksplicit
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at kommunikere elementer som skal deles. Det er derfor ikke utenkeligt, at en
eller flere maskiner vil lgbe tgr for arbejde, mens de venter pd kommunikation.

Software udvikling pa disse maskiner adskiller sig ikke vasentligt fra udvik-
lingen til andre parallelmaskiner. Derfor kan den forskning, som er lavet til su-
percomputere overfgres nasten direkte til implementation pé et sddan system.
Specielt hvis implementationen ikke er meget kommunikationskraevende.

4.4 Massiv parallelisering

Processor designs er i dag ved at na en sddan kompleksitet, at det begynder
at veere sveert at finde pa nye idéer, som forgger ydelsen vaesentligt i forhold til
antal forbrugte transistorer. Dette er ikke noget nyt problem - RISC og VLIW tek-
nologierne er begge opstéet, da det har veeret ngdt til at “starte forfra” og finde
pa noget nyt. Inden for en overskuelig fremtid vil det veere muligt at klemme
flere hundrede milioner transistorer ned pa en enkelt chip. Med s& mange tran-
sistorer er det usandsynligt, at RISC og VLIW skalerer godt. Igen er der brug for
nyteenkning. Den idé, som nogle forskere arbejder med, er massiv on-die paral-
lelisering: Ved at koble beregningsenheder sammen i et taet koblet netvaerk pa
en chip, habes det fortsat at kunne gge ydelsen af mikroprocessorer.

Det mest kendte projekt inden for denne tankegang er MITs RAW arkitektur.
RAW[MITINET] arbejder med en idé, som de kalder “reconfigurable computing”
[EW97], som gér ud pa at placere mange processorer i et on-the-fly rekonfigu-
rerbart netvaerk pé én chip.

Firmaet Star Bridge Systems[SBSINET] udvikler maskiner ud fra FPGA tekno-
logi. En FPGA er bygget op af en lang razkke makroceller i et kommunikations-
netvaerk, som kan omprogrammeres on-the-fly. Hver makrocelle kan program-
meres som en gate-funktion, séledes at FPGA chippen kan simulere et kredslgb.
Idéen i Star Bridge Systems Pensa'™-maskine er at udvide makroceller til at
indeholde mere intelligens f.eks. en kombineret multiplikations- og additions-
enhed eller en hel processor.

4.4.1 Flere RISC-kerner pa én chip

Ved at placere flere RISC processorer pd samme chip reduceres kommunika-
tionsomkostningerne til et minimum. Herudover er princippet i denne arkitek-
tur det samme som for andre multiprocessorer maskiner.

Arkitekturen kunne implementeres med alle typer lagermodeller, med hver
deres fordele og ulemper. Forestiller man sig en rekke processorer med hver sit
lager i et teetkoblet neetveerk, vil tilgangen til egen og naboers lager vaere hurtig.
Et teetkoblet naetveerk med stor bdndbredde kan potentielt optage meget areal
pa chippen, og hvis kommunikationsvejene bliver for lange, kan det ga ud over
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klokfrekvensen. Hvis der i steder benyttes falleslager er det &benlyst, at band-
bredden kan blive en begraensning. Tilgar processorerne lageret gennem en fel-
les bus, kunne denne bus ligeledes blive en begreensning. Bandbreddeproblemet
kunne afhjaelpes ved at veelge en lagerarkitektur med tilstreekkelig bdndbredde
sdsom dancehall.

Denne arkitektur baserer sig pa RISC kerner sat sammen med kendt netvark-
steknologi og udggr tilsammen alligevel en ny teknologi, som det ikke er usand-
synligt, vi kommer til at se mere til fremover.

4.4.2 Et systolisk array

Et systolisk array er en samling af ens elementer, der er sat sammen saledes,
at de er i stand til at lgse et matematisk problem utrolig effektivt. Arrayet bestar
af mange gentagne elementer, som ggr det let at bygge. Ideen er, i stil med hjer-
tets systole, at pumpe data igennem arrayet i veldefinerede trin. Det var et af de
store hit, da VLSI designs kom frem. Det viste sig dog, at der var begraensnin-
ger: Antallet af transistorer ville vaere for stort til at datidens teknologi kunne
bruges, og en udvidelse til at leegge hvert element pé hver sin chip ville gore det
for dyrt og for langsomt. Derfor kunne det bedre betale sig at bruge pengene pa
“general purpose” maskiner. Da der, som tidligere omtalt, i dag kan vaere adskil-
lige millioner transistorer pa en chip er idéen igen meget interessant, da det nu
er muligt at trykke hele arrayet pa én chip.

Arsagen til at lgsningen af et linezert ligningssystem, ved hjelp af et systolisk
array, kan lade sig ggre er, at det folgende galder (en omskrivning af algo-
ritme 3.2 pé side 11):

ag) = Qa4 (41)
CISH—U = ClgL) + lin(—un;) (4.2)
0 i<k
Lik = 1 1=k (4.3)

agt)ugl Dix>k
0 : k>j
Uy = { a](('?) D k< ) (44)
j =

Hvor 1i; og uy; er indgangen i L hhv. U matricen.

Pa figur 4.4 ses et systolisk array, der kan LU-transformere en matrix med
kardinalitet 4. De sekskantede elementer er celler, der er i stand til at beregne
det indre produkt: C = C + A * B (se figur 4.6). Den gverste venstre raekke
i arrayet er drejet 120 grader med uret sdledes, at C vender ind mod arrayet,
ligeledes er gverste hgjre kant drejet 120 grader mod uret. Den gverste runde
celle er en sdkaldt reciprokcelle, idet den beregner reciprokken af inddata. Pa
figur 4.5 illustreres 2 trin af processen.
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Figur 4.4 — Et systolisk array [CM80, s.282]. C fra figur 4.6 er markeret sd

orienteringen af elementerne stdr frem.
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Figur 4.5 — Et systolisk array i aktion [CM80, 5.283].
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C
A |1 g
Zd
BZ /]\%A

Figur 4.6 — Celle til at beregne indre produkt [CM80, s.273].

Nér reciprokcellen modtager et element uyy gor den 2 ting: Sender w ud
af arrayet som resultat samt beregner og sender 1, til sin venstre nabo.
@verste venstre kant beregner ligning 4.3 med u]:]l fra reciprokcellen og re-

sultaterne agt) fra de indre celler. Resultatet 1;; sendes ud af arrayet.

Nér cellerne i gverste hgjre kant modtager et element beregnes ligning 4.4.
Ydermere beregnes —ujy, som sendes ind i arrayet.

De indre celler producerer elementerne, der fremgér af ligning 4.2.

Da ligning 4.1-4.4 er det samme som en LU transformation (se algoritme 3.2
pa side 11) geelder, at et systolisk array er i stand til at LU transformere A ifplge
argumentationen oven for. P4 grund af det systoliske arrays opbygning falger
det, at LU transformationen forlgber i lineer tid og ikke forbruger mere plads
end resultatet [CM80].

Arrayet er opbygget af en rekke simple celler, som kopieres i stort antal og
sat sammen i et meget regulaert netveerk. Saledes vil det vaere nemt at automat-
genere et systolisk array af en given stgrrelse. Samtidig findes automatgenera-
torer til multiplikationsenheder, der indgér i arrayets celler. Altsa vil det veere
meget nemt at konstruere elektronikken til det systoliske array, med undtagelse
af greenseflade til lageret eller omkringliggende maskineri.
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Kapitel 5
Opbygning af systolisk array

Flere af de beskrevne arkitekturer kunne vare interessante at undersgge i
forbindelse med lgsning af lineere ligningssystemer. Flere processorer pa én
chip er en spendende idé, som kan vise at vaere meget hurtig. Den arkitektur
som ser mest lovende ud med hensyn til ydelse, er dog det systoliske array - da
det virker besnzrende at et system bygget udelukkende med formalet at lgse
lineeere ligningssystemer, mé veere uhyre effektivt.

Dette kapitel vil derfor koncentrere sig om nogle af de problemstillinger, der
er med opbygning af et systolisk array.

Der omtales i kapitlet en fiktiv klokperiode, denne klokperiode er ikke de-
fineret. En given implementation vil fastleegge klokperioden for det systoliske
array.

5.1 Generelle problemer

Det systoliske array, som beskrevet i sidste kapitel, har nogle problemer:

Arrayet bruger kun 1/3 af sine elementer ad gangen. Ved at lave hver celle
som en lille tilstandsmaskine, kan dette udnyttes til at spare en trediedel af
cellerne.

Arrayet kan ikke handtere tyndtbefolkede matricer pa en smart made. Der
er flere lgsninger til dette problem. Der kan velges simpelthen ikke at tage
hgjde for, tyndtbefolkede matricer og dermed lgse dem som almindelig matricer.
Denne lgsning er ikke optimal, hvis matricen har mange 0-elementer, da der
bruges tid pa ungdige udregninger.

Alternativt kan en anden matematisk metode valges sdledes, at det er muligt
at dele lgsningen af matricen op i flere underproblemer, der hverisaer bestar af
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mindre lineare ligningssystemer.

Arrayet handterer kun LU-transformation. Det er muligt at bygge systoliske
array, der laver matrix multiplikation, matrix addition, tilbagesubstitution mm.
svarende til LU faktoriseringen (se [CM80]). Dermed er det muligt, at benytte
en af de tidligere omtalte arkitekturer, som RAW, til dynamisk at omkonfigurere
det systoliske array til at klare alle opgaver.

Arrayet skalerer slet ikke. Arrayet er ikke i stand til at Igse LU faktoriserin-
gen af et problem, der er stgrre, end det det er bygget til. Derfor kunne hvert
af de systoliske celler udbygges til at hdndtere M tal hver, hvilket ville presse
kgretiden op pd O(N3/K?)[CM80], hvor K = N/M og K angiver antallet af sy-
stoliske celler. Det ville dog ikke lave om pa det faktum, at arrayet stadig kun er
i stand til at lgse en matrix, der har en maksimal stgrrelse.

Hvis et ligningssystem derimod er mindre end stgrrelsen af det systoliske ar-
ray, er det trivielt at udvide det til et stgrre ved at tilfgje ligegyldige raekker og
sojler. Det systoliske array vil dog arbejde med ligegyldige data, hvilket nedset-
ter effektiviteten.

Arrayet tager ikke hgjde for numerisk stabilitet. Da det ikke er muligt for
det systoliske array, at tage hgjde for pivotering af elementer, kan der opsta
problemer med den numeriske stabilitet. En made at omgé dette pé ville veere
at skifte ngjagtighed at elementerne. Hvis de elementer, der skal regnes pa, er
f.eks. 64 bit, kunne ngjagtigheden internt i det systoliske array forgges til 128
bit og konvertere tilbage, nir beregningen er ferdig. Der kan dog selv med
stgrre praecision risikeres, at lgsningen divergerer. Endvidere ville det ikke veere
muligt at hdndtere diagonalelementer som er nul.

5.2 Lagertilgang

For at udlede kgretiden for et systolisk array, er det ngdvendigt at udlede
hvordan det systoliske array tilgar elementerne. Figur 5.1 viser dette bade for
leesning og skrivning.

Ud fra figuren udledes laesebédndbreddeforbruget for hver iteration. Det viser
sig, at tilgangen er meget reguleer nar man ser pa hver tredie iteration. Fglgende
tabel viser, hvordan bandbreddeforbruget endrer sig i lgbet af beregningen.
Tabellen beskriver i kompakt form hvordan bandbreddeforbruget eendrer sig fra
begyndelsen over maksimumforbrug til hele ligningssystemet er indlaest i det
systoliske array.

28/53



Sektion 5.2: Lagertilgang

Kapitel 5: Opbygning af systolisk array

1|3 |5 | 7|9 |11|13]|15]17 11|12 | 13|14 |15 | 16 | 17| 18 20
3| 4|6 |8 |10[12]14| 16| 18|20 1214|1516 | 17 | 18 20 | 21 | 22
56| 7|9 |11|13]|15]17 21 13|15 |17 | 18 20| 21| 22| 23| 24
78| 9|10[12|14|16| 18| 20| 22 14|16 |18 |20 | 21 |22 | 23 | 24 | 25 | 26
9 |10 |11 | 12| 13| 15| 17 21 | 23 15 | 17 21| 23 |24 | 25| 26 | 27 | 28
11|12 |13 | 14| 15| 16 | 18 | 20 | 22 | 24 16| 18| 20| 22| 24| 26 | 27| 28 | 29 | 30
13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 21| 28| 25 17 21| 23| 25|27 | 29|30 |31 |32
15 | 16 | 17 | 18 20 | 21 | 22 | 24 | 26 18|20 | 22 | 24 | 26 | 28 | 30 | 32 | 33 | 34
17 | 18 20| 21|22 | 23| 24| 25| 27 2123|2527 |29 |31|33]35] 36
20 | 21|22 |23 | 24| 25|26 | 27|28 20 |22 | 24| 26| 28|30|32|34|36]|38

Figur 5.1 — Tallene angiver i hvilken iteration, elementerne hentes ind i det systo-
liske array. Den venstre angiver indlesning og den hgjre skrivning af resultat. Den
19. iteration er markeret som den, der forbruger mest bandbredde.

43N Elementer kreevet

2/3N

Heldning: 1/3 . )Haeldning: 2/3

Samlet

Skrive .

"> _ tid/iterationer

N+1

— 3N-1 4N-1

2N-1 2N

Figur 5.2 — Lagerbdndbreddeforbrug af det systoliske array under hele processen.
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Iteration | %3=0 %3=1 %3=2
1 - 1 -
2 - - 0
3 2 - -
4 - 1 -
5 - - 2
6 2 - -
7 - 3 -
8 - - 2
9 4 - -
10 - 3 -
11 - - 4
12 4 - -
13 - 5 -
14 - - 4
15 6 - -

1%3=0 | 2% [] -
1%3=1 - 2% [TE2] 1 }

6
1%3=2 - - 2% |
~2N Maks

~2N+3 Maks-2

~2N+6 Maks-4

3N 0 0 0

2 x {%]2 N%3 =0 N
Maks = 2*[ 6+—|—1 N%3 =1 zT
2*[¥J N%3 =2

For skrivning gaelder det ngjagtig spejlvendte badndbreddeforbrug, toppunktet
ligger dog 1 iteration leengere fremme end laesningens toppunkt (se figur 5.2).
Som det ses af tabellen, kan det nemt forudsiges hvilke elementer, det er ngd-
vendigt at hente, hvilket ggr arbejdet meget nemmere for lageret. Samlet leder
det frem til, at det systoliske arrays kgretid er 4N.

5.2.1 Buffer

Som det tydeligt kan ses af figur 5.2, eendrer bandbreddeforbruget til lageret
sig over tid med en stor maksimumveerdi. Det kan vere et problem for lager-
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43N | Elementer krzevet - Samlet
h=y, =y

v L% =(N-2)3 X=X =X,

heeldning 1

“77x,= 3N-2-N-1=

let
Samle IN-3

N+ -7 el
"> tidfiterationer
Heeldning: 1/3 Sl

N+1 3N-2 4N-2

N/2

. . . .. 'N
Figur 5.3 — Udsnit af figur 5.2 med linien % markeret.

systemet at levere denne mengde data hurtig nok. Derfor kan det med fordel
betale sig at benytte en buffer til at udjevne lagertilgangen, saledes at det ef-
fektive bdndbreddeforbrug bliver mindre. Hvis bAndbredden af lagersystemet er
tilstraekkelig til at maette det systoliske array, er det selvfglgelig ikke ngdvendigt
med en buffer.

Det antages, at laese- og skrivebdndbredden er ens, og at der bruges en samlet
leese-/skrivebuffer. Det gennemsnitlige bandbreddeforbrug til lageret med en
klokperiode t er da, idet der i lgbet af hele processen pa 4N tid hentes og skrives
ialt 2N? elementer:

_2N? N
S O4ANt 2t
Den mangde data, som skal opbevares i bufferen, er den del af figur 5.2, som

ligger over linien % som illustreret i figur 5.3. Denne del findes som arealet

af en trekant. Koordinatsystemet forskydes —N — 1 i x retningen og —% iy

retningen (udsnittet pa figur 5.3). Arealet udregnes da som:

g (5.1)

Y forskydes
Y2 = %N - NTH = 3N3_ L (5.2)
L k. (5.3)
h:yz—y1:3N6_]—NT_2:% (5.4)
Skaeringen mellem y; og linien med heldning 1 startende i (0, 0)
X1 = NT_Z (5.5)
g:xz—x1:X3—2x1:2N—3—2*N6_2:5N3_6 (5.6)
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Arealet er da:

1 1 5N 5N—6 25N2—30N 7
— Thg— a2 - ~ N2 .
A=gho=2x%*—3 36 10 .7)

For et systolisk array af stgrrelsens 256 x 256 skal der bruges en buffer pé
ca. 45.000 elementer. Med elementer pd 64 bit er det ca. 350kB buffer. Hvis
en statisk ram bit i gennemsnit fylder ca. 6 transitor/bit, fylder bufferen ca.
6 * 64 x 45.000 = 17,4 mio. transistorer.

5.3 Stogrrelse

For at sandsynligggre konstruktionen af et systolisk array indenfor oversku-
elig fremtid, er det interessant at ansla stgrrelsen i transistorforbrug. I det fgl-
gende antages stgrrelsen af elementerne til 64 bit.

Hver af de systoliske celler i et array skal kunne udfere en samlet multipli-
kation og addition C = C + A * B. Overordnet kommer hver celle til at besta
af en multiplikations- og additionsenhed og en kontrolenhed. Hver celle i det
systoliske array er koblet sammen i et netvaerk, men forbindelserne er statiske
og forbinder kun naboceller. Derfor vil netveerket optage et minimalt areal pé
chippen.

5.3.1 Systolisk celle

Kontrolenheden i hver celle skal veere meget simpel og forbruger ganske f&
transistorer i det samlede billede; det antages, at den kan implementeres pa 500
transistorer.

Den afggrende faktor for transistorforbruget vil veere multiplikations- og addi-
tionsenheden. For at opnad maksimal ydelse er det ngdvendigt, at det systoliske
array kan behandle elementer i samme hastighed, som lageret kan levere dem.
Derfor er der brug for en multiplikations- og additionsenhed, der netop er hur-
tig nok. Den simpleste enhed bestar af et shift register og en 64 bit adder, som
i lgbet af 64 klokperioder kan multiplicere 2 tal. I den anden ende af skalaen
ligger en enhed, der er i stand til at beregne det samme pa én klokperiode,
transistorforbruget stiger dog drastisk.

For at fa et overslag pa transistorforbruget af en 64 bit enkelt-klokperiode
multiplikationsenhed, benyttes en automatgenerator. VLSI veerktgjet “Alliance”
indeholder programmet “AMG - Array Multiplier Generator”, som generer mul-
tiplikatorer til heltal af den simple arraytype. En multiplikator til flydendekom-
matal adskiller sig ikke vaesentligt i stgrrelse fra en heltalsmultiplikator og der-
for ses bort fra det yderligere transistorforbrug. Parametre til AMG er vedlagt
som bilag; af pladshensyn er datafiler ikke vedlagt.
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Klokperioder | Transistorer Samlet Max (2N/3t) Samlet Effektiv (N/2t)
element u. buffer bandb./klok m. buffer bandb./klok
1 91k 2,00 mia. | 171~1,4kB | 2,02 mia. 128~1,0 kB
2 46 k 1,01 mia. | 85~0,7kB | 1,02 mia. 64~0,5kB
4 23k 509 mio. 43~0,3 kB 526 mio. 32~0,3kB
8 12k 260 mio. 21~0,2 kB 277 mio. 16~0,1 kB
16 6,2k 135 mio. 11~85B 153 mio. 8~64 B
32 3,4k 73,1 mio. 5~43 B 90,5 mio. 4~32 B
64 19k 42,0 mio. 3~21B 59,4 mio. 2~16 B

Tabel 5.2 — Ekstrapoleret transistorforbrug af systolisk array som funktion af
koretid af multiplikationsenhed. Antallet af transistorer er angivet for hver celle
samt for hele arrayet med og uden buffer. Desuden den ngdvendige bdandbredde
angivet i antal ord/klokperiode og byte/klokperiode.

Den resulterende multiplikator fylder 91144 transistorer. Den sidste addi-
tionsenhed, som er ngdvendig til multiplikations- og additionsenheden i en sy-
stolisk celle, fylder ikke meget i forhold til dette, derfor ses bort fra dette tran-
sistorforbrug. Forbruget af transistorer i en multiplikationsenhed aftager tilnzer-
melsesvis omvendt proportional med antallet af klokperioder. Ud fra arraymulti-
plikatoren ekstrapoleres transistorforbruget af langsommere multiplikatorer se
bilag D.

Hvert systolisk array indeholder én reciprokenhed. Denne enhed vil bruge
flere transistorer end multiplikationsenheden, men sammenlignet med det me-
get store antal multiplikationsenheder, vil det ikke vaere afggrende. Derimod er
det afggrende, at reciprokenheden skal kgre med samme frekvens som multipli-
kationsenhederne. Det er tvivlsomt, om det kan lade sig ggre at bygge en sddan
en enhed, som kan kgrer i én klokpriode, idet det er nyttelgst at pipeline enhe-
den. Det er dog sandsynligt, at reciprokenheden kan laves hurtig, for det fgrste
fordi den er simplere end en sedvanlig divisionsenhed, for det andet fordi den
kan bygges meget stor, idet selv en stor reciprokenhed ikke er afggrende i det
samlede regnskab. Det ligger uden for denne rapport, om og sé fald hvordan en
sddan enhed kan laves.

5.3.2 Samlet transistorforbrug

Antallet af transistorer for en systolisk celle kan ses som en funktion af multi-
plikationsenhedens hastighed maélt i klokperioder se tabel 5.2. Der er i tabellen
regnet med et systolisk array, der kan klare et ligningssystem med kardinalitet
256 hvilket vil kraeve 2562/3 = 21845 celler.

I figuren er en raekke stgrrelser er ansldet. Moores lov fremskriver, at inden
for fa ar vil det veere muligt at presse 1 mia. transistorer ned pa en chip. Holder
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denne forudsigelse, vil det inden leenge veere realistisk at implementere et af de
givne forslag.

Det systoliske array skal netop veere hurtigt nok, til at bAndbredden til hukom-
melsen kan fglge med, da der ellers ville bruges tid pa at vente pa hukommelsen
eller pa det systoliske array. Derfor kan det nu for et givet hukommelsessystem
lade sig gore at skyde sig ind pa hvilken stgrrelse chip, som skal til for at kunne
lgse ligningssystemerne optimalt.
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Kapitel 6
Ydeevne analyse

I sidste kapitel blev vigtige aspekter af det systoliske arrays opbygning belyst,
i dette kapitel vil ydeevnen blive studeret.

For at finde et systoliske arrays hastighedsbegraensning kunne der tages ud-
gangspunkt i en prototype. Denne kunne forestilles implementeret i et lavniveau
kredslgbsbeskrivelsessprog som VHDL eller Verilog. En sddan implementation
ville ngjagtigt kunne simulere de enkelte celler eller hele arrayet. Hardware be-
greensningerne er dog sa forudsigelige, elementerne sé simple og tilgangen til
lageret sé regelmassig, at det med stor ngjagtighed kan lade sig ggre at forud-
sige ydeevnen pa anden vis. Ydeevne analysen af det systoliske array vil derfor
primaert veere teenkt og ikke basere sig pa egentlige malinger.

Ydelsen af det systoliske array afhanger i hgj grad af hvilken type ligningssy-
stem som lgses, da det systoliske array, som praesenteret i sidste kapitel, ikke er
i stand til at hdndtere store ligningssystemer uden et utopisk antal transistorer.
For sma ligningssystemer kan det systoliske array umiddelbart anvendes, mens
det ikke er indlysende for store ligningssystemer hvordan det systoliske array
kan anvendes.

Som omtalt i kapitlet om kredslgbsanalyse involverer kredslgbssimulering
ofte lgsning af en maengde lineare ligningssystemer, der er BBD (Block Bordered
Diagonal, se afsnit 2.2 pa side 4). I andre typer problemer opstar der ligning-
systemer, som minder om BBD, men uden rand. Denne type ligningssystemer
ligner bandmatricer og kan tolkes som blok tridiagonale. Disse ligningssyste-
mer er dog ofte meget store og derfor introduceres to matematiske metoder til
at opdele ligningssystemet, s& det systoliske array kan bruges. Ydelsen af det
systoliske array analyseres i forbindelse med disse to forskellige typer ligning-
systemer og med smé ligningssystemer, som det systoliske array kan héndtere
uden problemer. For at forenkle analysen ses kun pa selve LU faktoriseringen,
da langt den tungeste del af lgsningsprocessen ligger i LU faktoriseringen.

Da det systoliske array ofte ikke er i stand til at klare hele opgaven alene
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antages det, at det sidder i en almindelig arbejdsstation som slaveprocessor.
Hovedprocessoren styrer den overordnede fremgangsmade, mens det systoliske
array LU faktoriserer efter behov. Derfor antages i det fglgende, at stgrrelsen af
det systoliske array er lavet til at hdndtere matricer af 256 x 256 og at preeci-
sionen er 64 bit. Denne stgrrelse giver ligningssystemer, som ikke er for sma og
som kan implementeres inden for et fornuftigt antal af transistorer, som vist i
sidste kapitel.

Pivotering er udeladt, da det systoliske array omfatter ikke pivotering, og en
realistisk sammenligning vil give det systoliske array en fordel i forhold til de
metoder, der benytter sig af pivotering.

6.1 Sma tetbefolkede ligningssystemer

For disse smé ligningssystemer sammenlignes ydelsen af et systoliske array
med en traditionel uniprocessor implementation, og der indfgres derfor en ny
processor - UtopiskHurtig"™. Denne processor er i stand til at udfgre 16 mul-
tiplikationer, additioner eller kombinationen per klokperiode. Alle andre ope-
rationer er den i stand til at udfgre i O tid. Lagersystemet er ideelt, da det er
i stand til at vide, hvilke elementer der vil veere brug for i de neste beregnin-
ger, og badndbredden er ikke et problem. En implementation af LU faktorisering
uden pivotering kan realiseres med keretiden [WJM88]:

Denne processor vil kunne LU faktorisere et ligningssystem pa:

tidyns = 1]—6 * (N; FN2— g)

Som omtalt LU faktoriserer det systoliske array i 4N tid, altsa:
tidsys = 4N

For en matrix af kardinalitet 256 giver dette:

Arkitektur tid
UtopiskHurtig™ | 353616
Systolisk array 1024

Hvilket betyder at et systoliske array bygget til kardinalitet 256 vinder for ma-

tricer af kardinalitet over
1 N3 5, N
e <?+N —3) = 4256 = N ~ 36

Hyvis kardinaliteten derimod vokser til over 256, vil det systoliske array straks fa
problemer.
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X X XX X ! XX
X XX XX X XX XX
XXX X | Xi XXX X, | X
KX XX X ><i ! XX XX X ><i
XXX XX EX X XXX XX EX X
KAKXAKAKXKX XX X XXIXX X X X
X XEXPXXX X XPXIXXX

XX X[ XX XXX ><><i

XXXOXK XXX XXX KX XX
7777777777777 XXX XK XX U XXXX] XXX
X XXX X X XXX X XXXX X XXX
! XXXX|XX X 3 XXXX|XX X
PXXARK KK AR K AKAXAX XXX KR AKX KA AKX X

Figur 6.1 — BBD ligningssystem fra figur 2.1 inddelt i variabel og fast blokstgrrelse

Det er ikke ngdvendigt at undersgge en mere realistisk uniprocessor, idet
denne kun yderligere vil understrege det systoliske arrays styrke, for matricer
som er velegnede til det systoliske array.

6.2 BBD ligningssystemer

Det systoliske array kan bruges til at gge hastigheden af lgsning af linesere
ligningssystemer af typen BBD vasentligt. Til denne type ligningssystem pree-
senteres en optimeret blok LU faktorisering, der udnytter at matricen er tyndt-
befolket.

Som udgangspunkt benyttes blokmetoden fra afsnit 3.3.2 pa side 10. Matri-
cen opdeles i blokke efter sin struktur, som LU transformeres en ad gangen. Et
BBD ligningssystem har strukturen:

A] B1
Az B3
A= (6.1)
Am Bm
Ci C ... Cy E

Problemet med BBD ligningssystemerne er randen. Det er ikke muligt at LU
faktorisere A, blokkene uden ogsa at opdatere randen. Derfor vil LU faktori-
seringen bestd af en raekke LU faktoriseringer og en raeekke opdateringer. Som
omtalt i kapitlet om kredslgbsanalyse, er systemerne hierakisk opbygget, derfor
kan algoritmen anvendes rekursivt pa hver blok indtil en blokstgrelse, som er
passende for det systoliske array, opnas.
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BBD ligningssystemet transformeres til:

LU, B,
LUy B3

A= .. ... (6.2)
C, C, Cm E

Af afsnit 3.3.2 pa side 10 fglger:

An=L,U, forn=12...,m (6.3)
Cn=CrlU;' forn=12...,m
Bpo=L.;'B, forn=12....m

E=FE—-CiB; —C;B;—---—CmBm

Algoritmen opnér en hastighedsforggelse frem for den tidligere bloktransfor-
mation af to &rsager: Der opnds en stor besparelse ved kun at LU faktorisere
ikke-0 blokke. Desuden opnds en vasentlig hastighedsforggelse ved at benytte
det systoliske array til LU faktoriseringen.

6.2.1 Lgsning med et systolisk array

Det systoliske array, som beskrevet i sidste kapitel, kan lgse LU faktoriserings-
delen af 6.3, mens de gvrige beregninger mé klares med hovedprocessoren eller
en specielprocessor. I det fplgende antages det, at det er hovedprocessorens
opgave, der vendes tilbage til en specielprocessorlgsingen i afsnit 6.3.3 i forbin-
delse med lgsning af blok tridiagonale ligningssystemer.

Kgretiden for LU faktorisering af et ligningssystem, der kan opdeles i blokke
af samme stgrelse som det systoliske array, kan estimeres meget simpelt. Hvis
blokkene ikke passer i det systoliske array, vil kgretiden blive en funktion af
bredden af blokkene, men et tilsvarende resultat vil veere geeldende. Strassens
algoritme til matrix matrix multiplikation kan klare denne opgave i O(k!°8(7)),
Af ligning 6.3 ses at lgsning med denne algoritme kraever m LU faktoriseringer,
m matrix subtraktioner (O(k?)), 3m matrix matrix multiplikationer.

Uden det systoliske array, betyder dette en komplektitet pa mk3 + 3mk!os(7) +
mk?, idet LU faktorisering er en O(k?) opgave [WJM88].

Det systoliske kan udfgre LU faktoriseringen i 4k tid hvilket bringer kgretiden
ned p& 3mk'°¢(7) 4 mk? + 4mk - en ganske betydelig besparelse. I afsnittet om
tridiagonale ligninssystmer, vises det hvordan de resterende matrixoperationet,
som her udfgres af hovedprocessoren, kan udfgres ved brug af flere systoliske
array, saledes at besparelsen gges yderligere.
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XXX XX
XXX
XXX X X

X XX
X XAXAXXXX
X XXX KX XX
XXX XX
XX AKXKX XXX
XX AKXKXX KX
XXX X X
XX KX X
XX

X X
X XX

Figur 6.2 — Bdndmatrixsystem, kan tolkes som blok tridiagonalt ligningssystem
se fig 6.3.

6.3 Blok tridiagonale ligningssystemer

I andre typer problemer, f.eks. styrke simulering af en bddmast, opstér der
ligningsystemer, som minder om BBD, men uden rand. Denne type kaldes for
blok tridiagonale og et eksempel pd en bandmatrix, som kan tolkes som blok
tridiagonal, kan ses i figur 6.2. Algoritmen er meget lig den foregdende, men har
specielle egenskaber der kan bruges til at vise hvordan et systoliske array kan
udvides til at lgse denne type ligningssystem meget effektivt. I denne forbindelse
vises det, hvordan algoritmen kan udnytte flere systoliske array parallelt.

Den beskrevne algoritme er en multiniveau lgsningsmetode til et blok tridia-
gonalt lineeert ligningssystem [INH87].

Den matematiske definition af et blok tridiagonalt system ser ud som:

A1 By
Cz As B»
A= Cz: A3z B3 (6.4)
Cm Am
hvor
A, €RMXMr forr=1,2,...,m
B, € RmMrxXmri forr=1,2,..., m—1 (6.5)

Cr eRM—1XTMr forr=2,3,...,m

og m er et ulige tal for klarhed skyld.
Metoden blok cyklisk reduktion [DH76] er i stand til at omforme A fra ligning
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Sektion 6.3: Blok tridiagonale ligningssystemer

6.4 til:
[ A4 B, ]
Aj C3 B3
As Cs Bs
Am Cm
A_ =
C, B Az D3
C4 B4 E4 A4 D4
Cs Es As
L Bmf1 Am*1 i
(6.6)
Séledes bliver A separeret i uafthengige blokke A, for r = 1,3,...,m. A, for
r=1,3,...,m LU faktorisereres og A bliver til:
[ LU, B, |
LU C; Bs
LsUs Cs Bs
LU Cm
A =
C, B, Az D;
Csy By E;, A; Dy
C6 I_:-6 AG
L Bmfl Am—] |
(6.7)
hvor
LU, =A, forr=1,3,...,m
B, =L;'B, forr=1,3,..., m—2
C. =L7'C, forr=3,5,...,m
B _ —1 _
B:T,1 BT,1UZ1 forr=3,5,...,m 6.8)
Crr1=CriU; forr=1,3,...,m—2
Dy =Ds—BBsiq fors=2,4,... m—3
Es =FE,—C;Cs fors=2,4,... m—1
As ZAS CSBS,1 BSCS_H fors=2,4,...,m—1

Det bemerkes, at den nederste hgjre fjerdedel af A ligner A fra 6.4. Metoden
har navnet multiniveau, da den rekursivt fortsaetter med at lgse matricerne A
pa samme maéde.

Dermed er der fundet en algoritme, der er i stand til at opdele ligningsystemet

i mange uafhangige LU faktoriseringer.
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Antagelsen m ulige (fra ligning 6.4) er en forenkling. For at kunne handtere
det lige tilfeelde kan m ggres ulige ved at samle to blokke (A,). Alternativt kan
den blok cykliske reduktionsalgoritme rettes til at tage hgjde for det [INH87].

Den beskrevne algoritme tager ikke hgjde for, at A, kunne vere en singular
matrix. En @ndring til handtering af dette ville kraeve fundamentale s&ndringer
af algoritmen [INH87]. Der henvises ligesa til [INH87] for en tilbagesubstitu-
tionsalgoritme, da denne ikke er identisk med den beskrevne i afsnit 3.4.

6.3.1 Tilpasning til det systoliske array

For den optimale inddeling af A vealges mangden n, (fra ligning 6.5) sle-
des, at der vil veere faerrest elementer at arbejde med. Denne opdeling er dog
ikke altid velegnet til et systoliske array, da det i den beskrevne form kun er i
stand til at hndtere matricer af en fast stgrrelse. Det blev antaget at det systo-
liske array blev bygget til en matrix med kardinalitet 256, hvilket vil sige, at n;
(kardinaliteten af A,) maksimalt kan veare 256.

Heldigvis er der flere ting, der hjelper med at fa n, ned pa et niveau, hvor
det systoliske array kan fglge med. For det fgrste vil strukturen af matricen ofte
gentage sig hierakisk. Dermed kan der “zoomes” ind pa en blok og se strukturen
af A gentaget en eller flere gange. P4 denne made kan n, i de fleste tilfzelde for-
mindskes. For det andet; hvis A,, er en badndmatrix med diagonalbredde < det
systoliske arrays stgrrelse, kan A, lgses direkte med det systoliske array. Dette
er muligt, da det systoliske array ikke ser forskel pa, om der arbejdes med en
fuld matrix eller med en bdndmatrix. Derfor vil det systoliske array, i sin enk-
leste form, kunne LU transformere bdndmatricen uden endring af hardware.
Hvis n, fortsat er for stor, kan der LU faktoriseres med den almindelige blok LU
faktorisering (fra afsnit 3.3.2).

Figur 6.3 viser, en opdeling af figur 6.2 i blokke svarende til ligning 6.4. Den
fgrste figur viser, hvorledes en optimal inddeling kunne se ud, og den anden
opdelingen til et systolisk array af stgrrelsen 3 x 3.

6.3.2 Parallelisering

For at parallelisere godt skal et problem kunne deles op i flere mindre uathen-
gige enheder. Multiniveau metoden opdeler netop problemet siledes og paral-
leliserer derfor dbenlyst godt. Det viser sig da ogsa, at denne metode pé et stort
antal processorer, paralleliserer bedre end standard LU faktorisering [INH87].

Ud fra ligning 6.4 indfpres matricerne Q,, for n = 1,3,..., m i stedet for A
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XXX XX
. XXX
XK XX XX XX X
XXX X[ XX
XX XX X X XXX XX
- Xxééxxx X XXX XX
X XXX XX XX éééééxx
030 03030 X XX X XX X
XXX XXX X
XXX XXX X XAKX | X
XXX %4 XXX X X
XXX XX XX
XX XX
X X | XXX
| X | XX -

Figur 6.3 — Afhengigheder af komponenter fra en Newton-Raphson iteration.
Kasserne i venstre figur symboliserer en optimal opdeling og den hgjre figur en
opdeling til et systoliske array. Det er meningen, at kassen omkring ikke passer i
hgjre figur, da det illustrerer en suboptimal inddeling.

(ligning 6.6):

A B
Q1 = C, A
[ A, B, G
Qr =| C41 Arpr Erpg For r=3,5,...,m-2. (6.9
_Br—1 D4 0
[ Am Cm

Nu kan man parallelt faktorisere Q til matricerne Q:

@
I

B,
C, A,

Qr =| Crs1 Ari1 Ern For r=3,5,...,m-2. (6.10)

Bmf1 A11171

med samme definitioner som i ligning 6.8 samt

ey

As :As_ __633371

< (6.11)
As= _BSCS-H

og derfra genereres
As=A;+A; fors=24... m—1 (6.12)
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Processor/

Beregningsniveau | 0 ’ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ’ 5 ‘ 6 ‘ 7 ’
1 Q1| Q3| Qs [ Q7| Qo | Qi1 | Qi3 | Qs
2 Q2| - | Q6| - | Qiuo| - | Qua| -

3 Qs | - - - | Quz2 | - - -

1 Q| - |- |- -1-1-1"-

Figur 6.4 — Processor fordeling ved beregning af en matrix med m = 15 med 8
processorer.

Pa denne méde distribueres multilevel algoritmen pé en simpel méde til flere
computere eller systoliske array. Beregningen af Q,, kan ogsa paralleliseres ved
udnyttelse af uaftheengighederne mellem komponenterne.

6.3.3 Udvidelse af systolisk array

N&r A, beregnes fra 6.9 til 6.10, laves der5 matrix additioner og 7 matrix
multiplikationer for hver LU faktorisering, da beregningen af B, C, D, E og A
fors =2,4,..., m — 1 skal udfgres.

Det betyder, at selv med en uendelig hurtig LU faktorisering, vil hastigheden
ikke blive hjulpet med mere end 1/13 malt i antal matrix operationer. For at
hjeelpe pa dette, kan man opbygge et anderledes systolisk array.

Det er, som navnt tidligere muligt, at bygge systoliske array, der laver matrix
multiplikation og addition svarende til LU faktoriseringsarrayet (se afsnit 5.1).
Dermed kan der bygges en mangde systoliske array sat sammen séledes, at de
beregner Q.,. Dette specielle systoliske array kunne enten bestd af flere systoli-
ske array, hvor nogle handterer matrix multiplikation, andre matrix addition og
til sidst en enkelt der LU faktoriserer. Alternativt kunne benyttes en af de tidli-
gere omtalte arkitekturer som RAW til dynamisk at omkonfigurere det systoliske
array til at klare alle opgaver.

Dermed vil en Igsning af et Q,, til Q,, kunne foregé pa denne made:

1. Beregn LU faktoriseringen af A, og gem L og U i et lager pa det systoliske
array og i hovedlageret.

2. Beregn B, ved hjelp af en matrix multiplikation og gem denne pa det
systoliske array og i hovedlageret.

3. Beregn som (2) Cy41.

4. Beregn A, ved hjelp af en matrix multiplikation og en matrix addition
og gem resultatet i hovedlageret.

5. Beregn som (2) B,_; og smid L ud af det systoliske arrays lager.
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)

. Beregn som (4) D, _; og smid B, ud af det systoliske arrays lager.
7. Beregn som (2) C, og smid U ud af det systoliske arrays lager.
8. Beregn som (4) E,,q og smid C,,; ud af det systoliske arrays lager.

9. Beregn som (4) A,_, men gem resultatet pa det systoliske array og smid
C, og B,_; ud af det systoliske arrays lager.

10. Hvis det nuvaerende array er udset til at beregne det neste niveau af Q,,
beregnes A,_; med en matrix addition. Resultatet gemmes i det systoliske
array. Hvis dette array ikke er sat til andet, stoppes beregningerne her.

11. Det naste niveau Q,, kan nu beregnes med A,_; fra (10) ved at hoppe til
(1). Dog spares overfgrelsen til det systoliske array da matricen allerede
ligger i det systoliske arrays lager.

Hvert trin kraever, at der bliver hentet maksimalt én matrix ind til beregnin-
gen, alle andre komponenter ligger allerede parat i det systoliske arrays lager.
Desuden vil det hgjst veere ngdvendigt at have en LU enhed (trin 1), en matrix
multiplikation (trin 2, 3, 5, 7), en matrix addition (trin 9) eller bade en multipli-
kation og en addition (trin 4, 6, 8). Der vil maksimalt veere brug for at opbevare
5 matricer pa det systoliske array. Ved en stgrre bandbredde til lageret ville det
vaere muligt at parallelisere flere af trinene, ganske som de kan paralleliseres
ud pa flere computere. Hvis der var mere lager kunne flere overfgrelser fra la-
geret undgés, da flere af de beregnede elementer end A,_; skal bruges i naste
iteration.

For at kunne holde disse 5 matricer skal der bruges et lager. Hvis elementernes
leengde antages at vaere 64 bit og af matricer af kardinalitet 256 skal der bruges
5% 64 x 256 x 256 = 20 Mbit, hvilket er i en stgrrelsesorden, hvor det sagtens kan
ligge pé kredslgbet. Desuden kan man nemt ggre bandbredden af dette lager
en hel del stgrre, da man ikke har mange af de samme begraensninger som et
standard lager.

Kgretiden for lpsning af et Q, er da kommet ned pa det mest optimale, set
fra antallet af gange elementerne tilgas fra hovedlageret, da kun én leesning af
elementerne fra lageret og én skrivning tilbage er ngdvendig. Hvilket betyder at
det kgrer i O(Nq) tid, hvor Nq er kardinalitet af Q..

Det antages, at der findes et ligningssystem H af stgrrelsen N = 2¢ — 1.
Det er optimalt opbygget, saledes at opdelingen i blokkene Q. er perfekt til
et systolisk array af stgrrelse M. Det antages, at det yderste niveau af Q,, al-
lerede er opbygget. Antallet af niveauer der kraves for at lgse dette system er
maks(1,d+2—M). Ved brug af 2Maks(1,d+2-M) gystoliske array er det muligt at
fa koretiden af hvert niveau ned i O(M) tid, men da M er konstant er det O(1).
Da der skal lgses O(d) niveauer bliver den samlede kgretid O(d) = O(logz(N)).
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Kapitel 7
Konklusion

I denne rapport blev der fokuseret pa arkitekturen systolisk array til at LU
faktorisere linezre ligningssystemer meget effektivt i hardware. Mange af de
vigtige problemstillinger omkring en implementation er belyst.

Det er sandsynliggjort hvordan lineere ligningssystemer opstar i kredslgbs
analyse og det klassiske matematiske grundlag er blevet gennemgéet. Der er
diskuteret en raekke arkitekturer med henblik pa at undersgge hvilke, som ville
vare velegnede til lgsning af lineaere ligningssystemer.

Det er vist, at et lineeert ligningssystem som passer i et systolisk array, kan LU
faktoriseres med arrayet flere hundrede gange hurtigere end en uniprocessor-
implementation.

Der er prasenteret to algoritmer, der ved udnyttelse af egenskaber ved spe-
cielle store tyndtbefolkede ligningssystemer kan udnytte et systolisk array til at
opné store hastighedsforggelser. For den ene algoritme, er der vist en parallel
udvidelse, som udnytter flere systoliske array pa samme tid og som ideelt kan
LU faktoriseringen i O(log(N)) tid.

7.1 Yderligere arbejde

Inden for rammmerne af dette projekt, er en reekke speendende problemer og
resultater undersggt. Emnet er ikke udtgmmende beskrevet, og der er stadig
mange lgse ender, der kan arbejdes videre pa.

Her er praesenteret to algoritmer til opdeling af store ligningssystemer med
en speciel struktur. Det kunne veere speendende at undersgge om og hvordan en
tilsvarende algoritme kunne udformes til store generelle ligningssystemer, og
som kunne udnytte et eller flere systoliske array, kunne udformes.

Den systoliske array idé er ikke kun begraenset til LU faktorisering. Det kunne
derfor veere interessant, at se pa systoliske array til lgsning af matrix multiplika-
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tion, tilbagesubstitution m.fl. da det er en af komponenterne til yderligere store
hastighedsforggelser.

Det systoliske array til LU faktorisering er kun blevet preesenteret som teori.
For at kunne arbejde videre mod en hardware implementation, vil et langt mere
udferligt design veere ngdvendigt. Nogle af de problemstilinger, som kunne ar-
bejdes med er f.eks. implementationen af en reciprokcelle, der er i stand til at
klare arbejdet i samme tid som de andre celler. En multiplikationsenhed, der
ikke bruger O(N) lag logik, ville ogsé vaere narliggende. Desuden kunne der
ses pd, hvordan cellerne skal udformes for at kunne reducere antallet af celler i
et array til en trediedel, som teorien forudsiger det er muligt.

I forbindelse med den numeriske ustabilitet kunne det undersgges hvordan
dette problem afhjelpes. Enten ved at se pd hvordan den overordnede algo-
ritme, kan sikre at LU faktoriseringen gér godt, eller ved at se pd hvad en intern
udvidelse til flere preecisionsbit vil kunne give.

Hvis de rekonfigurerbare computere bliver en succes, kunne det vere inter-
essant, at se pa hvordan et systolisk array kunne implementeres i en sddan
arkitektur.

Det neste naturlige skridt i udforskningen af LU faktorisering med et systolisk
array, vil vaere at implementere den overordnede software, samt at forsgge at
simulere en virkelig hardware implementation af et systolisk array. Samspillet
mellem disse to dele er afggrende for, at det systoliske array kan anvendes til at
lgse store ligningssystemer.
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Bilag B

Synopsis

Indledning

Dette er synopsen til Batchelor projektet pd Datalogi pd Datalogisk Institut
Kgbenhavns universitet. Nedestdende er hvad studienzvnet synes denne skal
indeholde:

Synopsis skal
e specificere og motivere de studerendes valg af emne
e angive den litteratur, der er fundet
e indeholde en plan over det videre forlgb.

Synopsis er primart en hensigtserkleering, der beskriver, hvad gruppen har
teenkt sig at bruge resten af forlgbet til. Synopsis er ikke bindende for grup-
pen. Synopsis ma gerne indeholde spgrgsmal, gruppen vil prgve at besvare i det
videre forlgb. Synopsis bgr ikke indeholde resultater.

Synopsis

Projektets titel er “Hardware implementation af parallel lgsning af lineere lig-
ningssystemer”. Mere specifikt er det de ligninssystemer man far ved at simulere
digitale kredslgb. Vores tese er, at en speciel hardware implementation kan lgse
et lineeert ligningsystem hurtigere end en konventionel processor.

Vi vil ikke beskeftige os med opstilling og beskrivelse af kredslgb. Istedet vil
vi benytte os af programmet ESACAB som til et givet tidspunkt kan aflevere
jakobimatricen svarende til et system af knudepunktsligninger. Det er disse lig-
ningssystemer vi gnsker at lgse. Vi vil gerne undersgge i hvilken grad det er
muligt at lgse disse ligningssystemer enten iterativt eller direkte.
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Vi vil udnytte at det er muligt at implementere flere CPU’er pé en chip sam-
menkoblet i et netveerk, hvilket vil vaere det samme som at lave samme Igsning
i parallel pa flere maskiner pd én gang, men hvor kommunikationsomkostnin-
gerne er meget smé. Desuden vil vi undersgge muligheden for at lave én proces-
ser med en stor mangde eksekveringsenheder i stedet, i dette tilfelde mange
flydende kommatalsenheder.

Vi gnsker at designe en chip til hardware implementationen. Vores mél er at
lave et design, som er s& konkret at vi kan udforme en prototype. Vi overvejer to
mulige prototyper. Enten et C+ + program, som vil kunne vise vigtige egenska-
ber ved vores design, eller en implementation i beskrivelsessproget VHDL (et
professionelt verktgj til design og implementation af digitale kredslgb ald Sim-
Sys). En VHDL Igsning vil kraeve et langt mere detaljeret design af det omkring-
liggende netveerk end en C++ prototype, men vil kunne give mere realistisk
bud pa hastighedfordele ved en hardware implementation. En VHDL lgsning vil
ydermere kunne simuleres pa specifikt udviklings udstyr.

Batchelor projektet udarbejdes i samarbejde med Silicide A/S som stiller ud-
styr (herunder VHDL udstyr) og arbejdspladser til radighed.

Tidsplan

Skemaet indeholder vore forlgbige tidsplan for projektforlgbet.

‘ Uge ‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘16‘17‘18‘19‘20‘

synopsis X X

synopsisforsvar X X

algoritme analyse/rapport X X

hardware analyse/rapport X X

implementation X X X X

paskeferie X X

rapportafslutning/resultater xX) X

aflevering X

Valg af litteratur

Vi har endnu ikke lagt os fast pd de endelige kilder og hvad der er relevant
i de allerede fundne kilder. Vores litteratursggning har indtil nu sigtet mod at
finde s& meget litteratur, som sé relevant ud. Derfor er nedenstdende liste ikke
en komplet oversigt over hvad vi vil lase.

Bgger som indtil nu ser serlig relevante ud:
e EVV94 Gode afsnit om parallel lgsning af denne type problemer
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