Videregaende Algoritmik

DIKU, 4 timers skriftlig eksamen, 17. april 2008

David Pisinger, Pawel Winter, Christian Wulff-Nilsen

Alle hjeelpemidler ma benyttes dogikke lommeregner eller computer. Besvarelsen kan udarbej-
des med blyant eller kuglepen.

Opgaveseettet bestar af 19 opgaver, navngivet Q1-Q19. @pyaQ1-Q7, Q9 og Q11-Q17 mwltiple-
choice opgaversom har netop ét korrekt svar. For at besvare en sddan opaveman, uden yderli-
gere forklaring, skrive opgavens nummer samt den korrekiensulighed. For eksempel kan opgave
Q1 besvares med "1A". Opgaverne Q8, Q10, Q18 og Q19 er saaphtmMstopgaversom skal besva-
res tilstreekkeligt detaljeret til at Igsningsmetoden kalgés. Hvert korrekt svar til emultiple-choice
opgavegiver 4 point. Hvert korrekt svar til etekstopgavegiver 10 point. Man kan samlet opna 100
point.

LP pa standard form

Ladayq,a12,a13, 801, 820, 823, C1, C2, C3, by, by veere ikke-negative reelle tal. Hvilket af nedenstaende LP
problemer (hvis nogen) er pa standard form?

QL
minimer CiX1 + CoXp + C3X: .
171 272 373 maximer CiXj + CoXo + C3X3
hvor ap1Xg +agoXe +agsxz < by
1A) 1D) hvor a11X1 + d12%e + aasxs < by
A1X1 + oXe — AxaXg > — A1X - Ao — BoaXs < bo
X12_57X2267X320 B
maximer CiX1 + CoXp + C3X3 minimer CiX1 + CoXo + C3X3
1B hvor ap1X1 + agoXo +agaxa < by 1E hvor a11X1 + a1oXe + agaXz > —by
) Ap1X1 — AgoXo — apaxa < by ) Ap1X1 — AgoXp — ApaXg > —Ip
X1>0,% >0,x3>0 X1 > 0,% >0,x3>0
maximer CiX; + CoXo + C3X3
hvor a11X1 — &12X2 + &13X3 = by .
1C) A1X1 + AoXo — ApaXa < by 1F) Ingen af ovenstaende
X1 2 07X2 2 07X3 2 0
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Dual til et LP problem

Betragt falgende LP-problem



maximer X + 3xo — X3

hvor X+ 2% — X3 =10
3X1 — 2% +X%3 <10
X1 — 33X+ X3 > 10
X1 > 0,% >0

Q 2: Antag at metoden beskrevet i afsnit 29.1 i Cormen benyites dmskrive P til et problem pa
standard form. Hvor mange begraensninger og variable @idresbegraensninger der tvinger variable
til at veere ikke-negative) har det duale problem?

2A) 3 begraensninger og 3 variable 2D) 5 begreensninger ogablar
2B) 4 begreensninger og 3 variable 2E) 4 begreensninger ogdbier
2C) 4 begreensninger og 4 variable 2F) Ingen af ovenstaende.

]

Lovlige lgsninger

Betragt fglgende problem P
maximer Xi + X
hvor SX +1txo > —1
X1 >0,%x >0

Q 3: For hvilke veerdier afogt har P ingen lovlige lgsninger?

3A) s>0,t>0 3D) s<0,t<0

3B) s>0,t<0 3E) s>0,t>0

3C) s> 0.t vilkarligt 3F) Ingen af ovenstadende
|

Basislgsninger
Betragt fglgende LP problem

maximer &j + X

hvor 18+ 10 < —4
Ox1 4+ 3xp < 21
X1 >0,% >0

Q 4: Hvilken af nedenstaende Igsninger er den allerfgrstégie\dasislgsning tiLayx fundet af INI-
TIALIZE_SIMPLEX?

4A) Xg=X1=X2=X3=X3=0 4AD) Xo=X1 =% =X3=0,X4=25
4B) X0=4,X1 =% =X3=0,X4 =25 AE) Xg=—-4 X=X =X3=%X=0
4C) Xg=4,X =X =Xz =0,X4 = —25 4F) Ingen af ovenstaende.
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SIMPLEX

Betragt fglgende LP problem

maximer —3X; + 3Xp — 6X3
hvor X1 — 3o+ 2%3 < 3
—8X1 — 44X +4X3 <5
X1+X2+2%3 < 8
X1 > 0,%>0,x3>0

Q 5: Hvilken af nedenstaende er en basislgsning efter INITEELISIMPLEX og efter den farste
pivoteringsiteration af SIMPLEX?

5A) X1 =0,%=0,Xx3=0,% =3,X5=5,X =8 5D) x1=0%=1Xx=0X4=6X5=9,X%=7
5B) x1=0,%=0,x3=0,%X4=0,X5s =0,x =0 BE) X1 =0,% =8X3=0,x4=27,X5=37,X%=0
.5C) X1 =0,%=8X3=0,X4=25x5=42x=0 5F) Ingen af ovenstaende.

Edmonds-Karp Algoritme

0 0

Figur 1: NetveerkG

Figur 1 viser et netveerté med kildes og dreert. Ved hver kant er angivet dens kapacitet.

Q 6: Hvor mange augmenting paths bestemmes af Edmonds Karptalgga netveerket i figur 1,
for en maksimal strgmning er fundet?

6A) 1 6D) 4
6B) 2 6E) 5
6C) 3 6F) 6
| |



Minimalt snit

Q 7: Hvilket snit i G vist i figur 1 har mindste kapacitet?

7A) (@ ,{s.1,2.1}) 7D) ({s.2},{1.)
7B) (s}, {1.2,) 7E) ({s,.1,2},{1)
/O @s1.2 7F) ({s1.24,9)

Push-relabel algoritme

Q 8: (tekstopgave) Find en maksimal strgmning i grafénfra figur 1 ved at handkare den generiske
push-relabel-algoritme. | besvarelsen er det vigtigt adtage alle trin i hAndkerslem.

Minimum-cost flow problemet

| det generelle minimum-cost flow-problem (GMCFP) er deegien orienteret gra® = (V,E). For
en knudev € V lader vid" (v) betegne alle udgaende kanter ¥taog & (v) betegne alle indgaende
kanter tilv.

e Hver knudev € V har etdemand he R.
e Hver kante € E har ennedre kapacitetdc R U {—} 0g engvre kapacitet gic RU {oo}.
e Hver kante € E har enomkostning g€ R.

Enb-strgmningeller b-flow) er en tildeling af reelle tak til hver kante € E saledes, at

Xe Z |e> vee E7
Xe S Ue, vVee E7
by, YweV.

g

™
&
I

ecd (V) ecot(v)

| GMCFP gnskes eb-strgmning iG medminimaltotal omkostning over alle kanter, hvor omkostnin-
gen af en kane € E ercexe. Vi vil opfatte en instans af GMCFP som en tupélE, b, |, u, c) bestdende
af en graf med demands for knuder og kapaciteter og omka@gnior kanterne.

Betragt en instant = (V,E,b,l,u,c) af GMCFP. | denne opgave betragter vi det farste reduk-
tionstrin i Opgave 4 fra P1-opgaven. Vi gnsker altsa at recaldtil en instand’ = (V/,E’,b/,I’, U, ¢))
af GMCFP, hvor det for alle kanterc E’ geelder, ate € R eller ue € R. Jeevnfar P1-opgaven kraeves
det, at man ud fra en optimal lgsningltilkan danne en optimal lgsning kil

Der er flere mader at foretage en sadan reduktion pa. En af dagitér sakaldt&antsammen-
treekninger Ved en kantsammentraekning fjernes en kanv), og endeknuderna og v erstattes af
en ny knudew. Knudew har som indgdende (udgaende) kanter alle indgaende (utig)deanter for
uogVv. Et eksempel er vist i figur 2.

Lad E., vaere maengden af kantee E, hvorle = — 0g Ug = . Instansen’ fas ved at foretage
kantsammentraekninger af alle kangee E,, samt ved passende at justere demands og omkostnin-
ger (kapaciteter justeres ikke). For nemheds skyld antdggsat kantsammentreekninger ikke giver
anledning til lakker (kanter med samme start- og slutknudley til multiple kanter mellem samme
ordnede knudepar.

Fore € E., lader viv(e) € V' betegne knuden, der opstar ved kantsammentraekniag af
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Figur 2: Sammentraekning af en kdntv) til en knudew.

Q 9: For en given kane = (u,V) € E, hvilken af falgende svarmuligheder giver en korrekt sfpeci
kation af demands fov(e) og omkostninger for ind- og udgaende kanter\f(#)? (svarene angiver
kun de omkostninger, der gendres ift. den oprindelige igdfan

9A) b = (bu+1)/2, 9D) b, = bu+by,
Vet € 8% (u) : ¢ = Cet +Ce, Vet € 8% (u) : ¢ = Cet +Ce,
Ve €& (U):C, =Ce —Ce Ve €8 (U):C, =Ce —Ce.
9B) bl = (bu+h)/2, 9E) I =by+by,
Vet € 8" (u) : ¢, = Cer —Ce, Vet € 8% (u) : ¢ = Cer —Ce,
Ve €8 (u):C, =Ce +Ce Ve €8 (u):C, =Ce +Ce
9C) b(,(e) = (by+by)/2, 9F) b(,(e) =by+by,
Vet € 8% (u) : ¢, = Cet +Ce, Vet € 8% (u) : ¢, = Cer +Ce,
Ve €8 (u):C, =Ce +Ce Ve €8 (u):C, =Ce +Ce.
]

Q 10: (tekstopgave) | besvarelsen af opgaven ovenfor har vi kun defineret demfamdiisse knuder

i V/ og omkostninger for visse kanteEl. Hvorledes skal gvrige demands og omkostninger defineres?
Argumenter for hvorfor ovenstaende er en reduktion, hezumorledes man kommer fra en

optimal Igsning till’ til en optimal Igsning til . m

Kvadratisk 0-1 optimering
Det kvadratiske 0-1 optimeringsproblem QP er givet ved
maximize dij X Xj
ieZW jgw (1)
subjectto xj € {0,1}, jeN

Hvis alle koefficienter udenfor diagonalen er positive kewbemet lgses effektivt ved at transformere
det til en instans af MAXIMUM-FLOW med& = NU{s,t} ogE = {s} xN U NxN U N x {t}.
Kapaciteten af kanterne saettes til:

csi=max0,yendij}, €N Gj=dij, L,jeN,/i#]j
Cit :max{O,—zjeNdij}, ieN G =0, ieN



Betragt falgende instans méb= {1,2,3} hvork € R er et givet tal:

3

4_ (2

N R oX| R
U xRN

i)
1 2
2 5
3 —k

2

Hvis vi transformerer den til en instans af MAXIMUM-FLOW frikommer falgende netveerk, som
vi betegnery’ (dobbelt-rettede kanter kan opfattes som to kanter i hvereshing med samme kapa-
citet):

Q 11: Bestem veerdierne &f; og ¢;; idet det antages at negative kantveerditerfalgendeliver sat
til nul:

Cs1 = k_31C82: k_lO1C53: k_91
cit=3—-k, cx =10—k, c3x =9—k

Cqg =3—k,cop=10—Kk, cg=9—Kk,

llA) cit=k—3,cx =k— 10,cx = k—9

11D)

Cs1 =K, Co =k, ca =K, 11E) Cs1 =0,c0=0,c3=0,

11B) ¢t =0,cx=0,c3=0 Cit =K Cx =K, ca =K

llC) Cat :k, Cot :k—4,C3t =k-2 C1t :—k, Cot :4—k, C3t:2—k

Q 12: Fork =7, find et minimalt sni{ S, T) i netveerket\ . Hvad er kapaciteten af dette snit?

12A) ¢(ST)=0 12D) ¢(ST)=3
12B) c¢(ST)=1 12E) c¢(ST)=4
12C) ¢(ST)=2 12F) ¢(ST)=5

Q 13: Hvad er den optimale Igsning til den tilhgrende QP-ins2ans

13A) X1=0,%=0,x3=0 13E) Xx1=1%=0,x3=0

138) X1=0%=0,x3=1 13F) Xx1=1x=0x3=1

13C) X1 =0,%=1x3=0 13G) X1 =1x=1x3=0

13D) Xx1=0x=1x3=1 13H) Xx1=1x=1x=1
|

Q 14: Vilgser nu QP som funktion &. Hvilken af fglgende figurer svarer til objektfunktionen
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Q 15: Betragt nu falgende kvadratiske knapsack problem medpaditets-begraensninger:

maximize Z‘ prijxixj
ieN je

subject to waljxj <cy,
J

S
ZVWZij < ¢y,
j€

xj € {0,1}, JeN

3)

Hvis vi Lagrange relaxerer kapacitets-begraensningerdebugg af multiplikatoreir1,A> > 0 frem-
kommer et problem pa formen
maximize Zw Z\‘dinin +AC+AoC
ieN je (4)
subject to x; € {0,1}, JEN

7

w0k



Hvad er den korrekte definition df;

15A) a4 —  Pi hvisi=] 15D) 4. — 1 Pi hvisi = j
Ul pj—M—Az hvisi# ] U7 pj+M+A hvisi#j
15B) 4 _ [ Pi—M—Ax hvisi=j 15E) . _ [ Pj hvisi = |
S 7 hvisi # j UL pij — Aawaj — Agwj  hvisi #
15C) y _ [ Piththe hvisi=j 15F) [ pij—Aawij— AWy hvisi=|
R hvisi # | T pg hvisi # |
| |
Kryptering

| det fglgende anvendes RSA krypteringssystemet. Din tifienggle ee= 7 ogn = 15. Du modta-
ger en meddelelse et tegn ad gangen. Bogstaver modsvaatierad & = 1, B = 2, etc). Du modtager
falgende meddelelse bestaende af tre tal:

2 1 3

Q 16: Afkod beskeden. Hvad er den afsendte tekst?

16A) FRA 16D) TAK
16B) NEJ 16E) FAR
16C) HAL 16F) HAN
| ]

Approximationsalgoritmer

Givet en ikke-orienteret grab = (V,E). MAX-CUT problemet sgger en opdeling af knudekhéto
deleS T, sa antal kanter melle®og T er stgrst mulig. Betragt falgende algoritme MOVE:

1 SeetS=0,T=V.

2 Huvis en knudé kan flyttes fraStil T eller fraT til Ssa antal kanter over snittet ages, flyttes
knudeni.

3 Gentag skridt 2 sa leenge der findes en kriuzten kan gge antal kanter over snittet.



Q 17: Handker algoritmen for ovenstaende g@&#= (V,E). Hvad er den fundne Igsningsvaerdi (dvs.
antal kanter over snittet)?

17A) 0 17D) 3
17B) 1 17E) 4
17C) 2 17F) 5
| ]

Q 18: (tekstopgavg Bevis at MOVE er en 2-approximations algoritme (for enhwstans)m

NP-fuldsteendighed

Et vigtigt optimeringsproblem er pakning af rektangler BANG. Formelt set bestar inddata af
rektangler af breddb; og hgjdeh; fori =1,...,n, samt en plade af bredd®og hgjdeH. Problemet
er nu at afggre om allerektangler kan anbringes indenfor pladens dimensionear atieogen af dem
overlapper.

SET-PARTITION problemet tager som input en meengde {s;,...,s,} af tal. Spgrgsmalet er
om tallene kan opdeles i to meengdeog S\ A saledes at

Ys= > s
SEA SES\A

| Cormen, opgave opgave 34.5-5 vises det at SET-PARTITIONRefuldsteendigt.
Q 19: (tekstopgave
a) Vis at PACKING ligger i klassen NP.

b) Vis at PACKING er NP-hardt ved reduktion fra SET-PARTITNO



Vejledende svar
S11Bm
S22Cnm
S3 3Fm
S4 4Bm
S5 5Em
S66Bm
S77Em

S8m



S 9 Svarmulighed E: deb-strgmning, der samlet strammer ind i (udafgvi |, skal stramme ind i (ud af)
v(e) i I'. Derfor saetteb(,<e) = by + by. Lad os i farste omgang antage uettar demand 0. For dni-stramning

i I’ ma forskellen mellem det, der strammer ind(€) gennem kanter till og det, der strammer ud frge)
gennem kanter fra veere det, der skal stramme genneim. Z£ndringerne i omkostningerne i svarmulighed
E betaler netop for denne forskel. Huiskke har demand 0, ses det, at forskellen i omkostningerame#n
optimal lgsning till og en optimal Igsning til’ kun afviger med en konstant (kun afhaengig af demamts).

S 10 @vrige demands og omkostninger justeres ikke.

Argumentet for at der er tale om en reduktion er delvist irtdéh Igsningen til opgaven ovenfor. Bemaerk
desuden at man altid kan komme fra en strgmnini til en tilsvarende stramning til (idet stramningen kan
veelges frit i de kanterk, der sammentraekkes). Omkostningen af disse to stramrafgger med en konstant.

Givet en optimal Igsning til’, da fas derfor en optimal strgmning tilved at bestemme den entydige
stramning gennem hver kanEi,, der tillades af stremningen’i (dette er altid muligt jvf. ovenstadenda.



S1111A)m
S 12 12D)m
S1313D)m
S 14 14C)m
S 15 15F)m

S 16 n=3-5, dvs@(n) = 2-4 = 8. Den multiplikativt inverse a=7 erd=7 da 7. 7= 49= 1 mod 8. Vi

finder nu at
2" mod 15= 128 mod 15=8 mod 15  (H)

1” mod 15= 1 mod 15 (A)
3" mod 15= 2187 mod 15= 12 mod 15 (L)

16C)m

S 17 Da grafen er symmetrisk er det lige meget hvilken knude mamestmed. Den fundne lgsning er 4. 17E)
[ |

S 18 Bemeerk farst at MAX-CUT er et maximeringsproblem, dvs. sks¢C/C* > 2.

Nar MOVE standser, vil der for enhver knute V geelde at mindst halvdelen af dens kanter ligger over
snittet (ellers kunne vi blot flytte knuden til den modsatteengde og opna en bedre objektfunktion, hvilket
strider mod stopkriterieti MOVE). Den fundne approximastgsningC ma derfor opfylde a€ > |E|/2.

Den optimale Igsnin@* kan hgjst indeholde alle kanter, d8s < |E|. Dermed harvi aC/C* > 2.1

S 19 a) Lad(x;,Y;) angive koordinerater for det nedre venstre hjgrne af he&tangel. Et muligt certifikat er
saledegx;,y;) fori=1,...,n.

Man kan i polynomiel tid kotrollere at en foreslaet lasning@rrekt. At hvert rektangel er indenfor pladens
dimensioner kan kontrollers med:

0<x <B—b 0<yi<H-h
At to rektangleti, j ikke overlapper kan kontrolleres med:
X +bi <X VX +bj <X Vyi+hi <yjVyj+hp <y
Det tagerO(n?) at kontrollere ovenstaende.

b) Givet en instanS af SET-PARTITION. Konstruer en instans af PACKING ved foehs at konsturere
et rektangel med breddg:= s, hgjdeh; := 1. Pladens starrelse seetteBti: Y5 sS/2 ogH = 2.

Hvis SET-PARTITION har en lovlig lgsning, sa konstrueres en lovlig lgsning til PACKING ved at tildele
rektanglerne A y-koordinat 0 mens rektanglern&\ A far y-koordinat 1.

Omvendt, antag at PACKING har en lovlig Igsning. For at kareste en lovlig Igsning til SET-PARTITION
seetter viA til de rektangler, der harkoordinat 0.

Da de to instanser sdledes er aekvivalente, og transfomeaitikan foretages i polynomiel tid har vi at
PACKING er NP-fuldsteendiga



