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Alle hjeelpemidler ma benyttes dogikke lommeregner eller computer. Besvarelsen kan udarbej-
des med blyant eller kuglepen.

Opgaveseettet bestar af 19 opgaver, navngivet Q1-Q19. @pwaR1-Q4, Q6-Q9 og Q11-Q17 er
multiple-choice opgaversom har netop ét korrekt svar. For at besvare en sadan opgavenan,
uden yderligere forklaring, skrive opgavens nummer samtlkaerekte svarmulighed. For eksempel
kan opgave Q1 besvares med "1A". Q5, Q10, Q18 og Q19 er samphvaeikstopgaversom skal
besvares tilstraekkeligt detaljeret til at Izsningsmetokien falges. Hvert korrekt svar til enultiple-
choice opgaveiver 4 point. Hvert korrekt svar til erekstopgaveiver 10 point. Man kan samlet opna
100 point.

LP pa standard form

Laday1,a12, 821, a22,C1, Co, b1, by veere ikke-negative reelle tal. Hvilket af nedenstaenderoBlpmer
(hvis nogen) er pa standard form?

Q1L
maximer CiX; — CoXo maximer CiX; — CoXo
hvor Ap1X1 — agoXe = by hvor a11Xg +agoxe < by
1A) ap1Xy — AgoXe < oy 1D) ap1Xy — AgoXe < oy
X12>20,% >0 X120,%>0

. minimer CciX; — CoXo
maximer CiX; — CoXo

18) hvor a1 - A1 < by 1E) hvor :llil —_F 212?2 i :El
a1X1 +aX < by P s TR
X1>0,x>0
minimer c1X; — CoXo
hvor a1x1 +aipXe < by .
1C) anX, +ax¥ > —b,  1F) Ingen af ovenstaende

X1 > —5X >0

Dual til et LP problem

Lad P veere et LP-problem med

e nvariable, hvorah™, 0 < n* < n, er ikke-negative og resten kan antage vilkarlige reellalieg



e mbegreensninger, hvoraf

- ms,0< ms <m, er “mindre end eller lig med”-begraensninger.
— n—, 0< m= < m, er “lig med”-begreensninger.
— ¥ =m-mSs —m- er “starre end eller lig med”-begraensninger,.

Q 2: Antag at metoden beskrevet i afsnit 29.1 i Cormen benyites dmskrive P til et problem pa
standard form. Hvor mange begraensninger og variable @idresbegraensninger der tvinger variable
til at veere ikke-negative) har det duale problem?

2A) nbegraensningem= +m- + mF variable.

2B) 2n—n" begraensningem= + 2m~ + m= variable.
2C) n+n' begraensningem= +m- + n¥ variable.
2D) 2nbegraensningem= + 2m- + 2m¥ variable.
2E) 2n+n' begraensningems +m- + n¥ variable.
2F) Ingen af ovenstaende.

Lovlige lgsninger

Betragt fglgende problem P
maximer Xx; -+ X
hvor Sx +txo <1
X1 2>0,x>0

Q 3: For hvilke veerdier afogt har P ingen lovlige lgsninger?

3A) s>0,t>0 3D) s<0,t<0

3B) s>0,t<0 3E) s>0,t>0

3C) s> 0.t vilkarligt 3F) Ingen af ovenstaende
[ |

Basislgsninger

Betragt fglgende LP problem
maximer &; + X
hvor XK +X <7
OX1 + 5% < —2
X1 >0, >0

Q 4: Hvilken af nedenstaende lgsninger er den fgrste basislpénden pivotering) fundet af INITI-
ALIZE_SIMPLEX:

4A) Xo=X1 =X =X3=X4=0 4C) x=0x1=7X%=-2X3=%X=0

4B) X=X =X =0,X3="7,X=—2 4D) Ingen af ovenstaende.
u



SIMPLEX

Betragt fglgende LP problem

maximer X -+ Xo + 2X3

hvor X1 —Xo+2%3< 8
—4X + 2% — 23 < —2
X1 —3o+2%3< 1
X1>0,%>0,x3>0

Q 5: (tekstopgave) Forklar hvordan SIMPLEX finder den fgrste lovlige basisigg og gennemfar
den fagrste pivoteringsiteratiom.

Residuel netvaerk

Figur 1: Flow netveerlG

Figur 1 viser et flow netveerle med kildes, dreent og med stragmf. Det fgrste tal ved en kant
angiver hvor meget strgm lgber igennem denne kant og det ehd@agiver kantens kapacitet.

Q 6: Hvor mange kanter har det residuele netv&rk

6A) 5 6D) 6

6B) 7 6E) 8
.6C) 9 6F) Ingen af ovenstaende.
Minimalt snit

Q 7: Hvilket snit i G vist i figur 1 er minimalt?

7A) (@ ,{s.1,2,1}) 7B) ({s},{1.2,)
7€) (s}, {2.1) /D) ({s,2},{L.t})
J7E) (s.1.2), {1 7F) ({s1.24,9)



Push-relabel algoritme

4/4

9/9 0/4
2

Figur 2: Preflow netveerk

Figur 2 viser et netvaerkd med kildes og dreert og med praestragnfi. Det fgrste tal ved en kant
angiver hvor meget preestram Igber igennem denne kant ogdet &l angiver kantens kapacitet.

Q 8: Hvad er det mindste antal push operationer inden pushekklgoritmen stopper? Det forud-
seettes di(s) = 4,h(1) = 1,h(2) = 0,h(t) = 0 (se Cormen et al. for en definition af funktionien

8A) 2 8B) 3

8C) 4 8D) 5

8E) 6 8F) 7 ellerflere
[ ]

Minimum-cost flow problemet

| det generelle minimum-cost flow-problem (GMCFP) er deegign orienteret gra® = (V,E). For
en knudev € V lader vid" (v) betegne alle udgaende kanter ¥taog & (v) betegne alle indgaende
kanter tilv.

e Hver knudev € V har etdemand he R.
e Hver kante € E har ennedre kapacitetdc RU{—} 0g engvre kapacitet gic RU {oo}.
e Hver kante € E har enomkostning g€ R.

Enb-stramning (elleb-flow) er en tildeling af reelle tat. til hver kante € E saledes, at
Xe > lg, VeeE
<

Ue, VEeEE
D Xe— Y X = by, WeV



| GMCFP gnskes eb-strgamning iG medminimal total omkostning, hvor omkostningen af en kant
e € E med stramninge er ceXe. Vi Vil opfatte en instans af GMCFP som en tug®lE, b, I, u,c)
bestdende af en graf med demands for knuder og kapacitetenkastninger for kanterne.

Betragt en instans= (V,E,b,l,u,c) af GMCFP hvor det for alle kanterc E geelder, ate € R
eller ue € R. Antag at denne instans har bystramning og lad xe|e € E} veere erb-strgmning med
minimal omkostningmin. DefinerE; = {e € E|le = —o} 0og E; = E\ E;.

Der eksisterer en instams= (V',E’.b/,I’,u,c’) af GMCFP med samme knude- og kantmaengde
soml bortset fra, at kantez € E; orienteres modsatf’. Instansen’ har enty-stramning af minimal
omkostningcmin saledes, at stramningen gennem hver k&iftér den samme som strgmningen gen-
nem den tilsvarende kantd bortset fra et eventuelt fortegnsskift. Der geeltfer R for alle kanter
e € E’. Desuden geelddx, = b, for alle knuderv, og for alle kantee € E; geelderc, = ce, I = le 09
Us = Ue.

Bemeerk at bestemmelselatvarer til et af reduktionstrinene i P1-opgaven.

For atl’ skal give mening, tillader vi i farste omgang flere kanterleralsamme ordnede knudepar
i (V/,E’). For hver kan{v,w) € E; vil vi med (w,v) betegne den modsat orienterede kagt\ E,.

Q 9: Hvorledes skal omkostninger og kapaciteter for de modsenterede kanterli defineres?

9A) V(V, W) = C/(W,v) = C(sz)’IEWV) = U(V’W),U/(W’V) = I(v,w)v
9B) V(vww)eE;: c’(wv) = c(\,7w),lzw7v) = —Uw) u’(WN) = —lww)
9C) V(V,W) cEp: C/(W,v) = _C(\AW)’IEV\/,V) = U(V,W),U/(W’V) = I(v,w)v
9D) V(v,w)€E;: c’(wv) = _C(\LW)’Iéw,v) = —u(ww),u’(wv) = —lw)
9E) Ingen af ovenstaende.

[ |

For at undga flere kanter mellem samme ordnede knudépkam visse kantefv,w) € E’ erstattes af
to kanter(v,a) og (a,w), som vist i figur 3. Demands, kapaciteter og omkostningegesgpassende,
sa det er let at komme fra en optimal lgsning for denne ingihas optimal lgsning til instansen |.
Dermed fés en instans m&iV + E) knuder ogd(E) kanter.

) wW—=~0_
Figur 3: Der indsaettes knuder for at undga flere kanter medimme ordnede knudepar.

Q 10: (tekstopgave)Beskriv en alternativ metode, der giver en instans @€#) kanter og kur©(V)
knuder. Instansen skal opfylde, at alle nedre kapacitsger er endelige, og det skal veere nemt at
komme fra en optimal Igsning for denne instans til en optilmshing for instanseh. (Hint: der er
hgjst to kanter mellem hvert ordnet knudep&v'i, E’). Erstat visse knuder med par af knudar.)



Kvadratisk 0-1 optimering
Det kvadratiske 0-1 optimeringsproblem QP er givet ved
maximize dii X X
ieZw jeZw o Q)
subjectto xj € {0,1}, jeN

Betragt falgende instans mét= {1,2,3,4} hvork € R er et givet tal:

11 2 3 4
1]k 1 1 0
2|1 k 5 2 )
3|1 5 k 1
410 2 1 k

For at Igse instansen transformeres den til en instans af NNAMM-FLOW ved at seettéd/ = N U
{s;t} ogE = {s} x N U NxN U N x {t}. Kapaciteten af kanterne saettes til:

csi=max{0,¥enij}, TEN
Gij = dij, i, EN,I# ]
Gi =0, ieN
Gt = max{0,— ¥ jendij} €N

Herved fremkommer fglgende netveerk, som vi betegigdobbelt-rettede kanter kan opfattes som
to kanter i hver sin retning med samme kapacitet):

Q 11: Bestem veerdierne af; og ¢ fork= -5

Ca=0,co=3,c3=2,C4=0 11D) Cs1=0,co=—-3,ca=—-2,C4=0

114) cit=3,cx=0,Cc3 =0,cg =2 Cit=—3,Cx=0,C3 =0,Cyp = -2

C81:31C82:oacs3:oics4:2 11E) C81:21C82:o!CS3:o!CS4:2

11B) cit=0,cx=-3,ca=—-1,c4 =0 cit=0,cx=3,caa=1,c4 =0

C81:21C82:81033:7!CS4:3 llF) C81:21C82:8!CS3:7!CS4:3

11C) cit=0,cx=0,c3=0,c4 =0 cit=5,cx=5,c3=5,¢c4=5

Q 12: Fork = -5, find et minimalt sni{S, T) i netveerket\_ . Hvad er kapaciteten af dette snit?

6



12A) ¢(ST)=0 12D) ¢(ST)=3
12B) ¢(ST)=1 12E) ¢(ST)=4
12C) ¢(ST)=2 12F) ¢(ST)=5
| |

Q 13: Hvad er den optimale Igsningsveemhf den tilhgrende QP-instans?

13A) z=0 13D) z=3
13B) z=1 13E) z=4
13C) z=2 13F) z=5
| ]

Q 14: Vi lgser nu QP som funktion & Hvilken af falgende figurer svarer til objektfunktionen:

V4 V4

10 10

14A) 14C)

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 k -10 -9 -8

14B) 14D)




Q 15: Betragt nu falgende kvadratiske knapsack problem med ndi\eegraensning pa kapaciteten:

maximize %prinij
ieN je

subject to Xj > C, 3

xj € {0,1}, J€N

Hvis vi Lagrange relaxerer kapacitets-begraensningenkivemmer et problem pa formen

maximize dijxixj —Ac
i; jeZV (4)

subject to x; € {0,1}, JEN

Hvad er den korrekte definition af; samt domaene af?

| mj+A hvisi=] B hvisi = j
1oA) d”‘{ b hvisi# | 18D) =1\ piiA hvisi#|

AeR AeER

| pj+A hvisi=] B hvisi = |
158) d”_{ Bij hvisi # j 156)  dj= pij+A hvisi #

A<O0 A<0

| pij+A hvisi=] B hvisi = |
15C) d”_{ b hvisi#] 15F)  Gi =9\ py+A hisi# ]

A>0 A>0

Betragt felgende instans af det kvadratiske knapsack @molf8) givet ved profit matrice(p;)
ogc=3

J1 1 2 3 4
1.9 1 1 o0
21 9 5 2 (5)
3|1 5 -9 1
410 2 1 -9

Q 16: For hvilken veerdi ah far vi den strammeste (mindste) greenseveerdi givet ved (4)

16A) A=0 16D) A=1
16B) A=4 16E) A= -3
16C) A=6 16F) A= -7
|

Kryptering

| det fglgende anvendes RSA krypteringssystemet. Din tifiernggle ee=5 ogn = 35. Du modta-
ger en meddelelse et tegn ad gangen. Bogstaver modsvaatierad & = 1, B = 2, etc). Du modtager
falgende meddelelse bestaende af to tal:

5 1



Q 17: Afkod beskeden og find den afsendte tekst

17A) ET 17D) TO
17B) HM 17E) JO
17C) JA 17F) OK
| ]

Approximationsalgoritmer

Q 18: (tekstopgave)Givet en ikke-orienteret grdd = (V,E). VERTEX-COVER problemet sgger det
mindste antal knudey saledes at alle kanter er incidente med en (eller to) knueét .f
Hvis vi bruger den binaere variabeltil at angive om knudeligger iU kan problemet formuleres

som: o
minimize ieZ/Xi
subjectto x+x; >1, (i,j)€E (6)
xe€{0,1} ieV
Det LP-relaxerede problem, hvor vi erstatter sidste begnégag med < x; < 1 kan Igses i polynomiel

tid. Ladx-" vaere en optimal lgsning til det LP-relaxerede problem. ifoies en approximeret lgsning
xA ved at bruge fglgende afrunding

0 ifxP<

NI NI

a) Vis atx” er en lovlig lgsning til VERTEX-COVER.

b) Vis atx* er en 2-approximations algoritme. (hint: Brug LP-lgsnimgem nedre graenseveerdi
for lgsningen).

NP-fuldsteendighed

Q 19: (tekstopgave)En instans af 2-CNF-SATk bestar af et 2-CNF-udtgyknedn boolske variable
X1,X2,...,% ogmklausuler, samt et t&. Hver klausul bestar af 2 litteraler. F.eks.

@= (X3 V—X2) A (X3 V X2) A (X1 V X3)

Afgarlighedsproblemet svarende til 2-CNF-SATk gar ud pafgiare om det er muligt at tildele vaer-
dier sand og falsk til de boolske variabley, X, ..., x, sdledes ap bliver sand, og saledes at hgst
af de boolske variable er sande.

a) Vis at 2-CNF-SATKk ligger i klassen NP

b) Vis at 2-CNF-SATk er NP-fuldsteendingt ved reduktion ffgealighedsproblemet svarende til
VERTEX-COVER



Vejledende svar
S11Dm

S22Bm

S 3 3Fm

S44Bm

S 5 se Cormen et aln
S66Bm

S7 7Em

S88Cnm

S 9 For hver kan{v,w) € E; saette:tng) = —U(w) 09 u’wv) = —lw)- Derved sikres, dt € R for allee € E/,
samt at en strgmning gennem en given kaht iopfylder kapacitetsbegreensningerne, hvis og kun hvis den
negerede stramning i den modsat orienterede kant i instdngpfylder kapacitetsbegraensningerne. Ved at
saettec’(WN) = —C(yw) for alle kanter(v,w) € E; fas derfor samme minimale omkostniagn for I’ som forl. m

S 10 Hver knudev € V' med mindst en udgaende eller indgéende kant erstattes afitek/’ ogVv’, og der
indsaettes kantéw’',v') og (v, V') begge med omkostning 0, nedre kapacitetsgraense 0 og gaeleapgraense
. Demands fonv' og v’ veelges, sdy + by = by. Kanter udgaende fra og indgéendewtifordeles nu pa
knuderne/ og Vv’ saledes, at der ikke er multiple kanter mellem ordnede kpaidea formen(V/,w), (w,V'),
(V',w) eller (w,v"). Dette er muligt, da der hgijst er to kanter mellem hvert orénadepar V', E’).

Det ses let, at den resulterende graf har de gnskede egenskatal knuder i denne graf er hgjst2=
O(V). Antal kanter elO(E), idet hvert nyt kantpar, der indsaettes, “betales” af en k&itudgaende fra eller
indgaende til den knude, der gav anledning til kantparreerbkant iE’ betaler hgjst to gange for et kantpar,
der indseettes

S 11 Vifindercg =0,co =3,c3=2,Css = 00gcy: = 3,cx =0, ¢ = 0, cg = 2 hvilket farer til falgende
netvaerk

S 12 Det minimale snit eS= {2,3,4}, T = {1} som har kapacitetet{ST) = 4.1



S 13 Fra projektopgave P2 ved vi at den optimale Igsningsva¢i@Rifindes som

z= chsi—|f*| =5-4=1
i€
Denne opnas ved at seetie= 1 nari € S, dvs.xo = X3 =X4 =1 mensx; = 0. W

S 14 Fork < —8 ercsi = 0 for allei og dermed er et minimalt sn8= {s} og T = {1,2,3,4,t}. Dermed er
den optimale lgsningy = X = X3 = X4 = 0 med objektfunktiorz = 0.

Fork > —2 erci =0 for allei og dermed er et minimalt si8= {s,1,2,3,4} ogT = {t}. Dermed er den
optimale lgsningg = x2 = X3 = X4 = 1 med objektfunktiorz = 20+ 4k.

Sa figur A) beskriver bedst objektfunktionen.

z
10
10 9 8 7 6 } I 5 4 -3 2 1 0 1 k

[ |

S 15 Det Lagrange relaxerede problem er
maximize PijXiXj +A() Xj—c)

i; jEZ\I j;\l (8)

subjectto x; € {0,1}, J€N

hvorA > 0. Objektfunktionen kan omskrives til
Pij XiX; + )\Xij —AC
2T &

di — pij+)\ hvisi = j
' pij hvisi # |

Hvis vi seetter

far vi den rigtige formm

S 16 Objektfunktionen som fuktion a¥f svarer til figuren fra opgave 14 fér= —9+ A tillagt konstantleddet
—Ac. Den bla linie angiver-Ac mens den grenne linie angiv@P(k) for k= —9+ A.



)
S
N

i

20

\

Det ses at minimum antages foe= —5 (ellerk = —4) svarer til—-9+ A = —5 dvsA =4 (ellerA =5).m

S 17 Viharn=7-5sag(n) = 6-4=24. Den multiplikativtinverse ad=5 erd =5 da55=25=1 mod 24.

Vi finder at
5° mod 35=10 (J)
1°mod35=1 (A)

sé den afsendte tekst er “JA.

S18

a) Grundet begraesningen+x; > 1 i (6) vil der for hver kant(i, j) € E gaelde ax-" > 1 ellerx:F > 1.
Afrundingsprincippet (7) sikrer dermed at mindst en afahlénex;,x; blive rundet op til 1, og dermed
geelder for hver kan, j) atx = 1 ellerx; = 1.

b) Vivil med x* betegne den optimale lgsning til (6). Lasning&ftil det LP-relaxerede problem giver en
nedre graense for objektfunktionen
LP *
X <y X

Grundet afrundingsprincippet (7) geelder der for hvettx* < 2x- og dermed

AR

Hvilket giver os 2-approximationen



S19

a)

b)

Som certifikat bruger vi sandhedsveerdiernesaky, ..., X,. Vi kan kontrollere omg er sand ved at
evaluere udtrykket fra venstre mod hgjre i linezer tid. Eddke kan vi kontrollere at hgjktaf variablene
X1,X2,...,%y €r sande i lineaer tid.

| VERTEX-COVER er der givet en gr& = (V,E) samt et tat. Vi skal farvec af knuderne rgde, sdledes
at hver kant er incident med mindst en rgd knude.

Reduktionen af VERTEX-COVER til 2-CNF-SATk er som fglgeorFhver knude €V i VERTEX-
COVER indfgrer vi en variabe§ i 2-CNF-SATKk. For hver kanti, j) € E i VERTEX-COVER indfgrer
vi en klausul(x; v xj) i 2-CNF-SATk. Endelig seetter W= c.

Hvis VERTEX-COVER er en ja-instans, findes deknuder som kan farves rade saledes at alle kanter
er incidente med en knude. Vi seetter de tilhgrende boolskablax; til sand i 2-CNF-SATk, og far
dermed en ja-instans.

Omvendt, hvis vi har en ja-instans til 2-CNF-SATK, veelgerWVERTEX-COVER de knuder som svarer
til sande boolske variable i 2-CNF-SATk. Der vil veerknuder som bliver farvet rade, og alle kanter vil
veere incidente med en rgd knude.

Reduktionen karer i lineaer tid.



