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Alle hjeelpemidler ma benyttes dogikke lommeregner eller computer. Besvarelsen kan udarbej-
des med blyant eller kuglepen.

Opgaveseettet bestar af 19 opgaver, navngivet Q1-Q19. @pwaR1-Q4, Q6-Q9 og Q11-Q17 er
multiple-choice opgaversom har netop ét korrekt svar. For at besvare en sadan opgavenan,
uden yderligere forklaring, skrive opgavens nummer samtkaerekte svarmulighed. For eksempel
kan opgave Q1 besvares med "1A". Q5, Q10, Q18 og Q19 er sampvaeikstopgaversom skal
besvares tilstraekkeligt detaljeret til at lgsningsmerokizn falges. Hvert korrekt svar til enultiple-
choice opgaveiver 4 point. Hvert korrekt svar til elekstopgaveiver 10 point. Man kan samlet opna

100 point.

LP pa standard form

Q 1: Hvilket af nedenstaende fire LP problemer er pa standardor

1A) maximer X1 — 6x 1D) maximer &7 — 2xo + 8%z + 2X4 + 105
hvor 51+ 4% > 4 hvor A1+ X+ 33+ 3+ X5 <5
X — 3 =3 8X1 4+ o+ X3+ 8Xq + 3x5 < 2
2X1 + 16xo < 40 X1,X2,X3 >0
X1,X2 >0
1B) maximer Xi + 3Xp + X3 1E) minimer 21 + 3% + 4X3 + Xq
hvor 5 +4x >4 hvor X1+X+X3+X4 <6
X1+ 3o +Xx3< 4 X1+ 2% — 33+ X4 < —2
2X1—X2—X3§40 X17X27X3>X420
X1,X2,%X3 > 0

.1C) Ingen af ovenstaende

Dual til et LP problem

Betragt fglgende LP problem P:

maximer &y + 6xo + 5x3 — 2X4 + 3Xs

hvor X1+ 6% + 10x3 — 4X4 + 4x5 < 8
12X1 +6Xo — 6X3+3X4 + 35 < 9
2X1 + AXo +4X3 — 2X4+5%X5 < 5
6X1 + 2% + 4x3 — 2% — 4xs < 2
X1,%2,X3,X4,X5 > 0



Q 2: Hvor mange begraensninger (bortset fra de fem begreensngetvinger samtlige variable til at
veere ikke-negative) har det duale problem DP?

2A) 2 2E) 6
2B) 3 2F) 9
2C) 4 2G) Andet
2D) 5

|

Basislgsning

Q 3: Betragt LP problemet fra det foregaende spargsmal. Omslai til et overskudsform (eng.
slack form) med et passende antal overskudsvariable (Bl &riablesks, X7, ... og afger hvilken
af nedenstaende lgsninger er den farste lovlige basisgémndet af INITIALIZE_SIMPLEX:

3A) X1=X%=X3=X4=x5=0

3B) X1 =8X=9X3=5X1=2X5=X=X7=Xg=X9=0
3C) Xi=X=X3=X=Xs=X=X7 =X =X =X10=0
3D) X=X =X3=X4=X5=0,X=8,X7=9,Xg =5,Xg =2
3E) x1=0,%=8X3=9X=5X5=2X=X=Xg=X%X =0
3F) Andet

Sekvenser af basislgsninger

Q 4: SIMPLEX finder i hver iteration en lovlig basislgsning. tkén af de nedenstdende udsagn om
sekvensen af veerdier hgrende til disse lovlige basislgsnier korrekt?

4A) veerdierne er stigende 4D) veerdierne er faldende
4B) veerdierne er ikke-faldende 4E) veerdierne er tilfeeldige
4C) veerdierne er ikke-stigende

]

Bestemmelse af en lovlig basislgsning
Betragt fglgende LP problem

maximer Xi; — X+ X3

hvor Ay — 2% +4x3 < 8
X1 —3+23< -5
=2+ X —X3 < —1
X1,X2,X3 >0

Q 5: (tekstopgave) Forklar hvordan SIMPLEX finder den farstdige basislgsning og gennemfar
den farste pivoteringsiteratiom.



4 -3

Figur 1: Graf med demands, kapaciteter, vaegte og-singmning. Demands er angivet ud for hver
knude, og for hver kant er tre tal angivet: stremning, kapaag veegt. Eksempelvis &y, = —3,

X(v57V3) =3, C(VS,V3) =5 0og a(\,57v3) =-1.

Minimum-cost flow problemet

I minimum-cost flow (MCF) problemet er der givet en orienteggeaf G = (V,E). For en knuder € V
lader vid™ (v) betegne alle udgdende kanterrapgd~ (v) betegne alle indgaende kantentil

e For hver knudes €V er der edemand b, og der geelder & ., by = 0.
e For hver kank € E har vi enkapacitet ¢ > 0.
e For hver kane € E har vi enveegt a.

Enb-stremning (elleb-flow) er en tildeling af ikke-negative tak til hver kante € E, saledes at

Xe < Ce VEEE
Y Xe— ) X = by, WeV

eco (V) ecot(v)

| MCF problemet gnskes dnstrgmning iG medminimaltotal omkostning, hvor omkostningen af en
kante € E med stramninge er agXe.

Q 6: | figur 1 er der givet et minimum-cost flow problem, samtlestramningx, hvor strgamningen
langs kanterngvy,v2) og (vs,Vz) er angivet som henholdsvig,, v,) = A 0g X, v,) = B. Hvilken af
folgende tildelinger tilA og B giver enb-strgmning for problemet i figur 1?

6A) A=4B=0 6C) A=3,B=1

6B) A=1B=1 6D) A=0,B=4
|



For en giverb-stramningx defineres residualgrafeéd, = (Vy, Ex) som fglger: Knudemaengden er den
samme som fo6, dvs.Vx = V. For hver kanie = (u,v) € E hvor xe < ¢ har vi en kant(u,v) € Ex
med veegteme. For hver kane = (u,v) € E hvor xe > 0 har vi en kan{v,u) € Ex med vaegten-ae.

En kreds iGx, hvor summen af kantveegtene er negativ, kaldesegativkreds.

Q 7: For residualgrafe®sy svarende tib-stramningen i figur 1, hvilket af fglgende udsagn er kof?ekt
7A) Kanten(vg,
7B) Kanten(

7C) Kanten(va,

(

7D) Kanten(vy,
|

<

3) har veegten 1 og kantens, v3) har veegten-1.

Vg,

<

3) findes ikke og kantefwvs,v3) har vaegten-1.

<

)
)

3) har veegten 1 og kantens, v3) findes ikke.
)

<

3) findes ikke og kantefwvs,v3) har vaegten 1.

Q 8: For residualgraferts, svarende tib-stramningen i figur 1, hvilken af fglgende knudesekvenser
definerer emegativkreds?

8A) V5 —V3—Vp4— V5
8B) V3 — V1 — Vg4 — V3
8C) W —V3—V5— Vs
8D) vi—Vo—Vz3—Vg

Q 9: Lad nux betegne ewilkarlig b-stramning for grafen i figur 1 (med de angivnhe demands og de
givne kapaciteter). Hvilket af folgende udsagn er korrekt?

9A) Residualgraferts, har preecis 8 kanter.
9B) Residualgrafeis, har ikke mere end 16 kanter.
9C) Residualgrafesy har preecis 16 kanter.

9D) Residualgrafe®sy har preecis 5 kanter.



Maximum-flow problemet

Q 10: (tekstopgave)
Figur 2 viser et flow netveerk med kildsog draert.

Figur 2: Flow netveerk.

a) Vis at Ford-Fulkerson algoritmen for dette flow netveerk kanytte op til 4 iterationer for at
finde et maximum flow. (En iteration bestar af identifikatidnea streamforagende sti, samt
forggelse af flowet langs denne sti.)

b) Vis at Edmonds-Karp algoritmen for dette flow netveerkdditicever preecis 3 iterationer.

¢) Angiv et minimalt snit (minimum cut).

(@) (b)
Figur 3: Flow netveerk med preflow, samt en gyldig hgjdefuorkti

Figur 3(a) viser et flow netvaerk med tilhgrende preflow. Kmuslproducerer et flow pa 12 enhe-
der, og de to udgaende kanter $rar dermed fyldt til deres kapacitet. Figur 3(b) viser residetvaer-
ket for flow netvaerket i figur 3(a) samt en gyldig hgjdefunktio

d) Det viste flow er et gyldigt preflow. Hvorfor er det ikke etldigt flow?
e) Hvilken knude tillader en relabel operation?
f) Hvilken kant tillader en push operation?

g) Udfar push operationen og vis det opdaterede preflow oduasetveerk.



Projektudveelgelse

PROJECT-SELECTION optimeringsproblemet betragter en goe¥ af projekter. Hvert projekt

i €V har en tilhgrende profi; € Z som kan veere positiv eller negativ. Endvidere har hvertghtoj
et tilhgrende ikke-negativt ressourceforbmyge N og vi har en gvre graens&apacite) d pa res-
sourceforbruget. Endvidere er der givet en orienteret@raf(V, E), kaldetkravgrafen hvor en kant
(i,]) € E angiver at hvis projekt veelges sa kreeves det at projgldgsa veelges. Hvis vi bruger den
binaere variabek; til at angive om projekt veelges, kan problemet formuleres:

maximer piXi
hvor rix <d

X <X, (i,j)) eE
X € {0,1}, eV

Det tilhgrende afggarlighedsproblem PROJECT-SELECTIORCISION er givet ved

ZiGV PiX; > k>
) Y <
PROJECT-SELECTION-DECISION { < V.E.p.r.d.k>: 2ievfixi=d
X < Xj7 (Iv J) €E
x € {0,1}, eV

Betragt falgende instans af PROJECT-SELECTION problermestn= {1,2,3,4,5,6,7,8}, kapaci-
tetd = 10, og kravgrafG = (V,E) som angivet nedenfor

1 6
.\4
7 1|1 2 3 4 5 6 7 8
5 pp|8 5 6 3 -2 -1 -3 -2
ni3 2 4 1 2 3 2 1
5
3 8

Q 11: Hvilken af fglgende lgsninger er en ja-instans til oveestfe instans af PROJECT-SELECTION-
DECISION medk = 87 (alle beslutingsvariabbe er O hvis de ikke er eksplicit naevnt)

11A) x =1 11D) X1 =X =X3=X4=X=X7=1
11B) x1=x%=x=x=1 11E) i =X =x=x5=x7=1
11C) Xo=x4=X=x7=1 11F) Xo=X=X=Xsg=X7=1

[

Betragt falgende relaxering af PROJECT-SELECTION givet RELAXED-PROJECT-SELECTION:

maximer piXi —A rixi —d
g (3]

hvor % <Xx;, (i,j) eE
X € {0,1}, ieV



Q 12: Hvad er objektfunktionen hvis vi benyttar= 1 for den angivne instans?
12A) 8%y + 5Xp + 6X3 + 3Xq — 2X5 — IXg — X7 — 2Xg

12B) &g+ 5%+ 6X3+ 3Xq4 — 2%5 — Ixg — 3X7 — 2Xg + 10

12C) 1XX; + 7%+ 10x3 + 4Xg4 — Ox5 + 2% — IX7 — 1xg

12D) 1Ix3 + 7x2 + 10x3 + 4x4 — Ox5 + 2% — 1x7 — Ixg — 10

12E) 5 + 3xo + 23+ 2Xg — 4X5 — 4Xg — S5X7 — 3Xg

12F) 51 + 3xp + 2X3 + 2Xg4 — 4X5 — 4Xg — 5X7 — 3xg + 10
[

Hvis vi saetterg; = p; — Ar; i ovenstaende model far vi (pa nzer en konstant) en instan®hligmet
UNCAPACITATED-PROJECT-SELECTION givet ved

maximer 0iX;
hvor % <Xx;, (i,j) eE
x €{0,1}, eV
UNCAPACITATED-PROJECT-SELECTION kan transformeres tiIMAXIMUM-FLOW problem
som falger: Alle kanter i kravgrafel far kapaciteterw. Vi tilfgjer to nye knuders,t. Hvis en knude

(projekt)i € V har profitg, > O tilfgjer vi en orienteret kants,i) med kapacitety. Hvis en knude
i €V har profitg; < O tilfgjer vi derimod en kanti,t) med kapacitet-g.

Q 13: Hvad er kapaciteten af kanter@g,ay,...,ag i MAXIMUM-FLOW problemet svarende til
instansen fra opgave Q127

13A) a1 =5ap=3a3=2;ay =2;a5 =4,a5 =4,a; =5;a3 =3

13B) ay =5, =3;a3=2;a4=2;a5 = —4;a6 = —4;a7 = —5;ag = —3
13C) ay=4dap=4;a3=5a4=3;a5 =585 =3;a7 =2;a3 =2

13D) a1 =-4ap=—-4,a3=—-5a4=-3;a5 =586 =3;a7r =2;ag =2
13E) as=1lay=7,a3=10a4 =4, =0;as=2;a7 = —1l;ag=—1
13F) a1 =8;axy=5ja3=6;a4y =3;as=2;a85 =187 =3;a3 =2

Q 14: Los MAXIMUM-FLOW problemet for instansen fra opgave Q13vad er kapaciteten(S,T)
af det minimale snit



14A) ¢(ST)=5 14D) c(ST)=14
14B) c(ST)=9 14E) c(ST)=15
_140) c(8T) =11 14F) c(ST)=20

Q 15: Hvad er den tilhgrende lgsningsveergbstil RELAXED-PROJECT-SELECTION? (Hint: brug
resultaterne fra projektopgave P2)

15A) zrps=0 15D) zrps=38

15B) Zzrps=3 15E) Zzrps=9

15C) Zrps=5 15F) zrps— 11
n

Approximation

Givet en meengd¥ af elementer samt en famille = {S,S,..., S} af meengder, hvor all§ C X.

SET-COVER problemet har til opgave at finde den mindste faraflmaengde€ C F saledes at alle
elementer KX er deekket. Dette kan formelt skrives:

minimer |C|
hvor CCF
Us=x
SeC

Q 16: Hvad er det tilhgrende afggrlighedsproblem SET-COVERCEIEON?

16A)  SET-COVER-DECISION= {< X,F,k>: Der findesC C F sa|C| > kog UsecS =X }
16B) SET-COVER-DECISION:= {< X,F,k>: Der findesC C F s4|C| <kog Ugec§ =X }
16C) SET-COVER-DECISION- {< X,C,k>: Der findesC C F s&|C| > kog UsccS =X }
16D)  SET-COVER-DECISION- {< X,C,k>: Der findesC C F s3|C| <kog UgecS =X }
16E)  SET-COVER-DECISION: {< X,C,F,k>: Der findesC C F s3|C| > kog Ugec S =X }

16F) SET-COVER-DECISION- {< X,C,F,k>: DerfindesC C F sa|C| < kog Ugec S = X }
|

Knudeoverdaekningsproblemet i afgarlighedsversion etgied

VERTEX-COVER= {< G,k >: GrafenG = (V, E) har en knudeoverdaekning af starretje
Q 17: Vi vil vise at SET-COVER-DECISION e »-hardt ved reduktion fra VERTEX-COVER.
Hvilken af falgende reduktioner kan anvendes:

17A) LadX =V veere meengden af knuder. L§dor i € E indeholde kantens endepunkter.

17B) LadX = E veere maengden af kanter. L§dor i € V indeholde de kanter som er incidente
medi.

17C) LadX =V veere meengden af knuder. L&dfor i € V indeholde de kanter sotiikke er
incidente med.

17D) LadX = E veere maengden af kanter. L&dfor i € E indeholde alle knudey undtagen
u kantens endepunkter.



| Cormen, Leiserson, Rivest, Stein “Introduction to alguns” afsnit 35.3 (ikke del af pensum) vises
det at SET-COVER kan approximeres med faktoren

p=H(max|s)

hvorH (k) = 143+ 1+...+ £ er detkte harmoniske tal.

Q 18: (tekstopgave) Antag at graféd= (V,E) har den egenskab at alle knuder har grad hgjst 3 (dvs.
hgjst 3 kanter er incidente med hver knude). Vis at VERTEXVER kan approximeres med faktoren
1

Kryptering

Q 19: (tekstopgave)

a) Find den multiplikativt inverse af 11 i gruppe#y, ved brug af EXTENDED-EUCLID. Giv
tilstreekkeligt med detaljer til at man kan fglge beregnimge

b) Bob sender en krypteret besk€dM) = 10 til Alice ved brug af RSA krypteringssystemet.
Hertil benytter han Alices offentlige nggle,n) = (11,51). Hvilken beskedV sendte Bob?
(Hint: 17 gar op i 51)



Vejledende svar

S 1 Svarmulighed C: Ingen af ovenstaende
[

S 2 Svarmulighed D: &
S 3 Svarmulighed Dm
S 4 Svarmulighed Bm

S 5 5: Idetb; og by er negative, er den basale lgsning ikke lovlig og INITIALIZEMPLEX skal lgse hjeelpe
LP Laux:

maximer —Xp

hvor AXp — 2% +4X3 —Xp < 8
X1 — 3o+ 2X3— X9 < =5
—2X1+X—X3—X < —1
X0, X1,X%2,X3 > 0

S

Skrevet pa “slack form”:
Z=—Xo
hvor x4 =8—4x1+ 2Xo — 4x3+ Xg
X5 = —5—X14+ 3% — 2X3+ Xo

X = —1+2X1 — X2+ X3+ Xo
Xo skal ind i basis mens; skal forlade basis idét, er mindst blandt allé-veerdier. Pivotering giver:

Z=-5-X1+3— 2% — X5
hvor Xp =5+ X1 — 3%o + 2X3+ X5

X4 = 13— 3X1 — X2 — 2X3+ X5

Xg = 4+ 3X1 — 4Xo + 3X3+ X5

Vi har nu en lovlig basislgsning tllayx. Efter nogle flere iterationer (mindst 1 idet nogle koefiintés i ob-
jektfunktionen er positive) fas en optimel basislgsnind fi,x. Hvis dens objektveerdi er negativ, sa har det
oprindelige problent ingen lovlige I@sninger. Hvis objektveerdien er 0, s& given éndelige “slack form”,
hvorxg er fiernet, en lovlig basislgsning til. m

S 6 Svarmulighed CA = 3 er eneste mulighed som tilfredsstiller demandetdoHeraf falger aB = 1 ved
at kigge pa demandet pa enten knugellervs;. m

S 7 Svarmulighed A: Kanteiivs, va4) er fyldt op og har veegten 1; derfor findes kante(vs, v3) og har vaegten
1i Gx. Kanten(vs,Vvs3) har ledig kapacitet og har derfor veegteth i Gx. B

S 8 Svarmulighed D: Denne kreds har veegten (1) + (—3) = —3. De andre kredse findes enten ikke eller
har ikke negativ veegl

S 9 Svarmulighed B: Redidualgrafen har imellé&] og 2 E| kanter, hvolE| er antallet af kanter®. m

S10 a) Faglgende stramforggende stier giver anledning til 4itener:
s—»2—1—-t
s—1—2—t
s—2—1—t
s—1—t



b) De farste to iterationer af Edmonds-Karp benytter ngdigans al kapaciteten i kanterris, 1) og (2,t),
svarende til de korteste stier fgil t via hhv 1 og 2. Sties— 2 — 1 — t er den sidste og tredie iteration.

c) S={s,2}, T = {1,t} udger et minimal snit med kapacitet 10.

d) Et gyldigt flow skal overholde kapacitet, skeevsymmetrflog/bevarelse. Det viste preflow overholder
ikke flowbevarelse, da knude 1 og knude 2 flyder over.

e) Knude 2 flyder over op[2] < h[u] for alle kanter(2,u) € E¢. Derfor tillader knude 2 en relabel operation
jvf.s. 673 i Cormen et al.

f) Knude 1 flyder over odn[1] = hjt] + 1. Derfor tillader kan{1,t) en push operation jvf. s. 671 i Cormen
etal.

g) Efter push operationen ser preflow og redidualnetveeddsélud:

S 11 Svarmulighed E: Vi verificerer de foreslaede certifikatematangen:

A) x1=1

er ikke lovlig da projekt 1 kraever projekt 4.
B) x1i=x=x4=x5=1

er ikke lovlig da projekt 4 kraever projekt 7.
C) x=x=x=x=1

erlovlig, Ticy pixi =3, Tiey FiXi = 7.
D) 1=X=X3=X4=X=X7=1

er ikke lovlig da projekt 3 kraever projekt 8.
E) i=X=X=X=x7=1

erlovlig, Sicy Pixi = 11, Jjey rix = 10.
F) e=X=Xs=Xs=X =1

erlovlig, Sicy PiXi =3, Jiev liXi = 7.
[ ]

S 12 Svarmlighed F: Objektfunktionen bliver mad= 1
8x1 4 5X2 + 6X3+ 3xa — 2X5 — Ixg — 3X7 — 2%g — 1+ (3X1 + 2% + 4X3 + 1X4 + 2%5 + 3Xg + 2%7 + 1xg — 10)

der kan reduceres til
BX1 + 3Xp + 2X3 + 2Xq — 4Xg — 4Xg — 5X7 — 3Xg + 10

S 13 Svarmulighed A: Den rigtige transformation er



Med andre ord er
ag=5jap=3;a3=2;a4 =2;a5 =4;a5 = 4;,ay =5;ag =3

S 14 Svarmulighed C: Det minimale snit &= {s,1,2,4,5,7} og T = {t,3,6,8}. Kapaciteten af snittet er
c(ST)=11.m

S 15 Svarmulighed F: Fra projektopgave P2 ved vi at den optimadeihgsveerdz til UNCAPACITATED-
PROJECT-SELECTION (UPS) er givet ved

Zups= qv—C(ST)=5+3+2+2-11=1

veV:qy>0

Lagsningsveerdien til RELAXED-PROJECT-SELECTION (RPS) errded givet ved
Zrps= Zups+Ad=1+1-10=11

Hvilket ogsa er en gvre greensevaerdi= 11 for PROJECT-SELECTIONS

S 16 Svarmulighed B: Den korrekte formulering af SET-COVER-OEBION er
SET-COVER-DECISION= {< X,F,k>: Der findesC C F s&|C| < k,UgecS =X }

Da vi betragter et minimeringsproblem skal afggrlighedbfgmet afgare orfC| < k. Endvidere e, F, kinput
til afggrlighedsproblemet, mesikke er inputm

S 17 Svarmulighed B: Den korrekte transformation er: Dae= E veere maengde af kanter. L&dfor i € V
indeholde de kanter som er incidente nied

Hver meengdé& vil da svare til de kanter som knudeleekker. En meengdeoverdeeknthg {S;,...,S/}
vil da netop svare til en knudeoverdaeknimg.

S 18 Vi kan benytte transformationen fra VERTEX-COVER optinmgsproblemet til SET-COVER. Lad =
E veere maengde af kanter. L&lfor i € V indeholde de kanter som er incidente mettivis vi ved at alle
knuder har grad hgjst 3 vil der geeldg 8t < 3.
Approximationsalgoritmen for SET-COVER giver os en apjpmationsfaktor
1 1 11
=H <H@®)=1+Z+z==
p=H(max|S) <H@)=1+3+3 =%
Da obejektfunktionen for de to problemer er den samme, \iledegsa veere approximationsfaktoren for
VERTEX-COVER .®

S19 a) Vikerer EXTENDED-EUCLID fora= 32 ogh=11.



a b [3] d x y
32 11 2 1 -1 3
11 10 1 1 1 -1
10 1 10 1 0 1

1 O -1 1 O

Heraf afleeses @ = 3 i grupperizs,.
b) Vifaktoriserem=51=3-17= p-q. Dermed ved vi at

on)=(p—-1)-(q—1)=2-16=32

Dae= 11 finder vid = 3 da dette er den multiplikativit inverse ef gruppenzs, som bestemt ovenfor.
Alices hemmelige nggle er derféd, n) = (3,51).

For at afkode beskeden udregner vi

M = C® modn = 10° mod 51= 31



