Videregaende Algoritmik

David Pisinger, DIKU

Eksamen, januar 2005



MIN-QP problemet

Det kvadratiske 0-1 optimeringsproblem QP er givet ved

maximize Z‘ deij)(ixj‘
ieEN je
subjectto  x; € {0,1}, jeN

defineret pA maengden N = {1,...,n}, og med d;; € R for i, j € N.
Det kvadratiske 0-1 optimeringsproblem i minimeringsversion, MIN-QP, er givet ved

minimize dijXiX;
P
subjectto  x; € {0,1}, jeN

Det tilhgrende afgarlighedsproblem, MIN-QP-DECISION (d, k) er givet ved

<d,k> : derfindes (x,...,%) € {0,1}" s&
MIN-QP-DECISION (d,k) = dixixi < k

Q 11: Hvilket af falgende udsagn er med sikkerhed rigtigt
11A) MIN-QP-DECISION € 7
11B) MIN-QP-DECISION e A og QP-DECISION <,q MIN-QP-DECISION
11C) MIN-QP-DECISION e A2 men QP-DECISION £ o MIN-QP-DECISION
11D) MIN-QP-DECISION €2 og MIN-QP-DECISION & a ¢

n
En instans af QP overholder fglgende kriterier fra Projektopgave 3:
o djeRJ forallei,jeN,i# ]
e dijcRforalleieN

Endvidere er matricen (d;j) symmetrisk. For at lgse instansen transformeres den til en instans af
MAXIMUM-FLOW ved at seette V = NU{s,;t} og E = {s} x N U Nx N U N x {t}. Kapaciteten
af kanterne settes til: _

cs =max{0,¥jen0ij}, €N

Gij = dij, LIeN,i#]

ci =0, ieN

it = max{0,— ¥ endij} P€N
Herved fremkommer fglgende netveerk, som vi betegner 4 :




Q 12: Hvad er den tilhgrende instans af QP?

J7 1 2 3 4 11 2 3 4
113 2 1 3 19 2 1 3
12A) | 2|2 3 4 1 12D) | 2] 2 -11 4 1
3|1 4 2 2 3|1 4 -12 2
413 1 2 -14 413 1 2 2
11 2 3 4 J7T1 2 3 4
13 2 1 3 13 2 1 3
12B) | 2|2 4 4 1 12) | 2] 2 4 4 1
3|1 4 5 2 3|1 4 5 2
413 1 2 -8 413 1 2 8
J]1 2 3 4 J1 1 2 3 4
10 2 1 3 110 2 1 3
12C) | 2|2 0 4 1 12F) | 2| 2 10 4 1
3|1 4 0 2 3|1 4 10 2
413 1 2 0 413 1 2 10
| ]

Q 13: Et minimalt snit (S T) i netvaerket A¢ har kapaciteten ¢(S T) = 6. Hvad er den optimale lgs-
ningsveerdi z af den tilhgrende QP-instans?

13A) z=4 13D) z=7
13B) z=5 13E) z=8
13C) z=6 13F) z=9
| ]

Q 14: Kapaciteten af kanten (4,t) i netvaerket A’ settes nu til veerdien cq = o, saledes at vi far
falgende netveerk:

For hvilke veerdier af a vil den optimale lgsning (x1,X2, X3, X4) til den tilhgrende QP instans vare den
samme som i spgrgsmal Q13?

14A) a <0 14D) a >0
14B) a <3 14E) a>3
14C) a <6 14F) a>6
| ]



Dense-subgraph-poblemet

Dense-subgraph-problemet DSP er givet som fglgende optimeringsproblem

n n
maximize szlainin
j=1i=
n
subject to Xj=0p 1)
2,
xj€1{0,1}, j=1,...,n

hvor g € R.

Man kan transformere enhver instans givet ved matrixen (&) til en akvivalent instans givet ved
matrixen (& J-) saledes at alle koefficienter af j bliver ikke-negative. Lad den optimale lgsningsveerdi til
den originale instans vaere zmens den optimale lgsningsveerdi til den transformerede instans er Z'.

Q 15: Hvilken transformation er rigtig

15A) Ved at s@tte af; = —aj fas en instans med Z = —z

15B) Ved at satte ai’j = aj— M hvor M = mina;; fas en instans med Z = z+ M 2.
15C) Ved at sette ai’j = g;j — M hvor M = minag;; fas en instans med Z = z— M p?.
15D) Ved at s@tte &; = &; — M hvor M = maxa;; fas en instans med Z = z+ Mn?.
15E) \Ved at sztte &; = &; —M hvor M = maxa;; fés en instans med Z = z— Mr?.
15F)  Ved at sztte &; = |a;| fas en instans med Z = |Z|.

[ ]
Det tilhgrende afgarlighedsproblem til DSP er
<a,p,k> : derfindes (xi,...,%) € {0,1}" s&

ajxxj > k
DSP-DECISION(a, p,k) = i%jgw

e

Vi gnsker at vise at DSP-DECISION er o 2-fuldstendigt ved reduktion fra CLIQUE problemet,
der er defineret som

CLIQUE(V,E,h) = { <V,E,h> : derfindes en Kklike af starrelse hi grafen G = (V,E) }

Q 16: Hvilken reduktion CLIQUE <5 DSP-DECISION er korrekt



16A)

16B)

16C)

16D)
16E)

16F)

Afbildningen f : CLIQUE(V,E, h) — DSP-DECISION (a, p,k) er givet ved
o L L . J 1 hvis(i,j)€E

N:=V,p:=hk:=p(p-1),aj:= { 0 ellers

Afbildningen f : CLIQUE(V,E, h) — DSP-DECISION (a, p,k) er givet ved

1 hvis(i,j) €E

. . N2 a.— )

N:=V, p:=hk:=paj = 0 ellers

Afbildningen f : CLIQUE(V,E, h) — DSP-DECISION (a, p,k) er givet ved
. . . . J 0 hvis(i,j)eE

N:=V, p:=hk:=0, aj ._{ 1 ellers

Afbildningen f : DSP-DECISION(a, p,k) — CLIQUE(V, E, h) er givet ved

V=N, hi=p E:={(i,)|a; =1}

Afbildningen f : DSP-DECISION(a, p,k) — CLIQUE(V, E, h) er givet ved

V=N, h:=p E:={(i])|a; > 0}

Afbildningen f : DSP-DECISION(a, p,k) — CLIQUE(V, E, h) er givet ved

V:=N,h:=,/p E:={(,])|aj >0}

Hvis man Lagrange-relaxerer begreensningen i (1) fremkommer problemet

n n n
maximize jiXiXj — A Xi —
3 S (59

xj€4{0,1}, j=1,...,n

Q 17: Hvad er den stagrste maengde af vardier af A hvor (2) en relaxering af (1)?

17A)
17B)
17C)

AERA>0 17D) A€RA#0
AERA<O 17E) A€R
AENA>0 17F) AeN,A<0

Betragt folgende instans af DSP problemet, med n=4 og p = 2:

il11 2 3 4
112 2 1 3
2|12 2 4 1
3|1 4 3 2
413 1 2 -11

Q 18: Hvad er lgsningsveerdien z af det relaxerede problem (2) for A =5?

18A)
18B)
18C)

z=10 18D) z=16
z=12 18E) z=18

Hint: Husk konstant-leddet fra (2) m

()



Talteori og kryptografi
Q 19:

a) Brug EXTENDED-EUCLID til at finde d = gcd(a,b) = ax+ by for a=7 og b = 20. Giv
tilstreekkeligt med detaljer til at man kan fglge Igsningsmetoden.

b) Alice har offentlig nggle (e,n) = (7,33). Bob bruger Alice’s offentlige nggle til at sende hende
en kodet besked C(M). Alice’s nabo, H.Ackermann, opsnapper den kodede besked. Da han
kender Alice’s offentlige nagle, praver han at faktorisere n =33 = 3-11, og er dermed i stand
til at afkode beskeden. Hvilken besked M sendte Bob til Alice?

Approximationsalgoritmer

En approximationsalgoritme til lgsning af et problem siges at have absolut performance garanti y, hvis
der for enhver instans | af problemet geelder at
LAOREA(IESY

hvor z*(1) er den optimale Igsningsveerdi til instansen I, og z(1) er den veerdi som approximationsal-
goritmen returnerer.

Q 20: Vis at der ikke findes en approximationsalgoritme med absolut performance garanti for DSP
problemet, med mindre o # = 2. Hint: Hvis en sadan algoritme fandtes, hvad ville det betyde for
CLIQUE problemet? m



Vejledende svar

S 11 Det ses let at MIN-QP-DECISION € a# da vi kan velge certifikatet til lgsningsvektoren x, og en
verifikationsalgoritme som udregner objektfunktionen og sammenholder den med k.

Reduktionen QP-DECISION <5 MIN-QP-DECISION vises ved at skifte fortegn pa alle vardier af
dij.

Af ovenstéende to observation ses at QP-DECISION er o »-fuldstzendig. Dermed er det ikke videre
sandsynligt at MIN-QP-DECISION € 2.

Sa det rigtige svar er 11B). m

S 12 Ved transformation baglens findes (d;j) matricen til

i 1 2 3 41 5ien dij
1(-3 2 1 3 3
21 2 -3 4 1 4
311 4 -2 2 5
4, 3 1 2 -14 -8

hvor den sidste sgjle angiver summen ¥ ;. dij i hver rzkke. Det rigtige svar er 12A). m

S 13 Fra max-flow-min-cut sztningen vides at den maksimale stramning i netverk a¢ har vardien |f *| =
c(ST).

Fra projektopgave 3 vides at den optimale lgsning til QP har lgsningsverdi z* = Yoy Cs — | T*| = (3+4+
5+0)—6=6.

Det rigtige svar er 13C). m

S 14 Netvarket ser saledes ud

hvor det minimale snit er markeret som S= {s,1,2,3} og T = {t,4}. Fra projektopgave 3 erindres at den
optimale lgsning til QP problemet findes som x = 1 hvis og kun hvis j € S

Sa lenge o > ¢(S,T) er snittet uzndret, og dermed er lgsningen (X 1,X2,X3,X4) ugndret. Hvis o < ¢(S,T)
bliver snittet S= {s,1,2,3,4} og T = {t}, og dermed er lgsningen (X1, X2, X3, X4) &ndret.

Sa det rigtige svar er 14F). m

S 15 Den rigtige transformation er at s&tte a{j = aj — M hvor M = mina;;. Hermed f&s en instans hvor a{j =
ajj —min; j aj; > 0. Da pracis p vardier af x j = 1 vil ialt p? produkter xixj = 1, sa vi har gget objektfunktionen
med Z =z— Mp2.

S& 15C) er rigtig. m

S 16 Afbildningen f : CLIQUE(V,E,h) — DSP-DECISION(a, p, k) givet ved

1 hvis(i,j)€E

N:=V,p:=hk:=p(p-1)a;:= { 0 ellers

er korrekt. Det rigtige svar er 16A).



S 17 Der er tale om en relaxering for alle A € R. For at indse dette ses at objektfunktion og lgsningsmangde
for det originale problem er

f(x) = i ilaijij S= {(xl,...,xn) €{0,1}"
i=1j=

n
Xj =P
3]

Det Lagrange relaxerede problem har objektfunktion og lgsningsmangde

g(x) = i;glainin —A (glxj - p) T= {(xl,...,xn) € {0,1}“}

Det ses let at g(x) = f(x) nar x € Sidet det sidste led i g(x) bliver nul for alle verdier af A € R. Samtidig gzlder
der oplagtat SC T.
S& 17E) er korrekt. m

S 18 Ved Lagrange relaxering med A = 5 fas problemet

n n

maximize Z Zidinin +Ap
j=1i=
xj€{0,1}, j=1,...,n

hvor dj; er givet ved matricen

i1 2 3 4
1713 2 1 3
2|1 2 -3 4 1
3|1 4 -2 2
413 1 2 -16
Problemet genkendes som sertilfglde af den instans af QP der blev lgst i opgave 14. Dac 4 = — 3 jen0aj =

10 = a > 6 er Igsningen som tidligere x; = X2 = x3 = 1 med lgsningsverdi 6. Hertil skal vi i (2) huske at lzgge
konstant-leddet Ap =5 -2 = 10, hvorved den samlede lgsning bliver 16.
Dermed er 18D) rigtig. m

S19
a) Vifinder d =gcd(a,b) =ax+bysom1=7-3+20-(-1).
a b |a/b] d x vy
7 20 01 3 -1
20 7 2 1 -1 3
7 6 11 1 -1
6 1 6 1 0 1
1 0 -1 1 0

Dermed ser vi ogsa at den multiplikativt inverse af 7 i gruppen Z3, er 3.

b) Alice har offentlig nggle (e,n) = (7,33).
Dan=3-11findervi @n)=(3—-1)(11-1) = 20.
Den multiplikativt inverse af e modulo @(n) er d = 3, som vist i opgave a).
Den inverse transformation er M = C(M)¢ mod n = C(M)2 mod 33.



S20 Antag at der fandtes en approximationsalgoritme for DSP problemet som havde absolut performance
garanti y, dvs. for enhver instans gzlder

LAOREANESY

For en instans af CLIQUE givet ved grafen G = (V, E) samt klike-starrelsen h konstruerer vi en instans af DSP

ved at sxtte s 0.
. . [ y+1 hvis(i,j) €E
N:=V, p:=h, a“_{ 0 ellers

Hvis der findes en klike i grafen G af starrelse h, vil der vare en optimal lgsning til DSP med vardi z* =
h(h—1)(y+ 1). Approximationsalgoritmen vil returnere en lgsning z* hvor

2 —h(h—1)(y+1)| <y

Da alle kantvagte er delelige med y+ 1 vil z* vare delelig med y+ 1 og dermed mé z” pracis svare til z*.
Dermed kan vi lgse CLIQUE til optimalitet.

Da approximationsalgoritmer ifalge Cormen bogen karer i polynomiel tid, kan vi lgse CLIQUE i polyno-
miel tid. Dermed er NP=P. ®



