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Dette er den anden obligatoriske projektopgave pa kursidetégaende algorimik”. Opgaven stilles
11. december 2007 og skal afleveres senest 9. januar 20@00. iIDIKU's fgrstedelsadministration.
For at blive godkendt skal der veere gjort et reelt forsgg dasa samtlige spargsmal. Besvarelsen
skal udarbejdes i grupper pato til tre deltagere. Gruppet rieltager kreever accept fra instruktoren.
Laes venligst hele opgaveformuleringen igennem inden digging. Hints til opgaverne kan fas ved
gvelserne, hvor der er afsat en gvelsesgang til at arbejdeorogektopgaven.

MAX-CUT problemet

Givet en ikke-orienteret gra® = (V,E) er MAX-CUT problemet defineret som
MAX-CUT = {< G > find et snitS T i grafenG som maksimerer antal kanter over snitet

F.eks. har fglgende instans af MAX-CUT den optimale lgsisrg {3,5,6}, T = {1,2,4,7} med

lgsningsveerdi 9.
V7@ AV

Det tilhgrende afgarlighedsproblem MAX-CUT-DECISION kBormuleres som fglger: Lad
n= |V| veere antal knuder®. Lad de bineere variablg fori =1,...,n, veerex; = 1 hvis knude € S,
ogx = 0 hvis knude < T. Lad endvidere konstantereg = 1 hvis kant(i, j) € E, ogej = 0 ellers.
Sidst, angivek en nedre graense for antallet af kanter over sniger ).

MAX-CUT-DECISION = {< G,k > :der findegxy,...,Xn) € {O,l}”séz/ Z/ani(l—Xj) > k}
i€V je

Det er velkendt at maximering af en objektfunktibrover domaeneX givet som problemet
max f(x
XeX ( )

kan omskrives til et sekvivalent problem der minimerer otfjgktionen

mip ~ %)



Opgave 1 Kan denne aekvivalens benyttes til at lsse MAX-CUT ved hjeeMIN-CUT (f.eks. ved
at skifte fortegn pa alle kantveegte)? Argumenter for dit.awa

Kvadratisk 0-1 programmering

Betragt det kvadratiske 0-1 optimeringsproblem QP:
maximize diiXiX; Q)
subjectto x; € {0,1}, jeN

defineret pd meengdéwi = {1,...,n}, og medd;j € R for i, j € N. Uden tab af generalitet kan man
antage atd;;) matricen er symmetrisk. Fglgende eksempel viser en instaa = 4 variable givet
ved (d;;) matricen

il11T 2 3 4
13 0 1 2
2|0 9 1 3
3|11 1 5 2
412 3 2 O

Den optimale lgsning er at veelge = x3 = x4 = 1 hvilket giver en lgsningsveerdi pa 8.
Opgave 2 Omformuler QP til et afgarlighedsproblem QP-DECISIQIN.
Opgave 3 Vis at QP-DECISION ligger i klassen 7. m

Opgave 4 Vis at QP-DECISION emr( »-fuldsteendig ved reduktion fra MAX-CUT-DECISION.
[ ]

Nemme instanser af kvadratisk 0-1 programmering

Selvom QP-DECISION er »-fuldsteendigt betyder det som bekendt ikke at alle instagisgveere
at lgse. Betragt fglgende klasse af instanser for QP:

o dj eRJ forallei,jeN,i# ]
e dj e RforalleieN

dvs. alle elementer udenfor diagonalen i matri¢ei) skal veere ikke-negative.

Opgave 5 Vis at instanser af QP som overholder disse to krav kan Igselymomiel tid som fglger:

a) Konstruer en instang/,E,c) af MAXIMUM-FLOW ved at seetteV = NU {s,t} og E =
{s} xN U NxN U N x {t}. Kapaciteten af kanterne seettes til:

Cy = max{O,zjeNdij}, ieN
Gij = dij, LjeNi#]
ci =0, ieN
Gt = max{0,— ¥ endij} €N

Argumenter for at dette er en gyldig instans af MAXIMUM-FLOpvoblemet.
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b) Antag at den optimale stramnirfg fundet med MAXIMUM-FLOW har strgmningsveerdien
|f*|, og at det tilhgrende minimale snit 8/'T. Ladx = 1 hvisi € Sog ladx, =0 hvisi € T.
Opskriv veerdien af et minimalt snit udtrykt ved disse bashgsvariable.

C) Vis atcg —Cit = Y jen Cij + dij for allei € N.
d) Vis at Igsningsveerdien til QP kan findes s§y cs — | *|.
e) Angiv karetiden for ovenstaende algoritme.

|

Et eksempel pa ovenstdende transformation med dataseettetrige side er:

Da (dij) matricen er symmetrisk har de gré kanter parvist samme kapaden maksimale stram-
ningsveerdi i grafen gif*| = 5, og det tilhgrende minimale snit 8= {s,1,3,4} og T = {t,2}.

Opgave 6 Implementer en algoritme, som kan lgse de ovenstdende némstaaser af QP proble-
met. Brug algoritmen til at lgse instanserne pa hjemmesiRapporter den optimale lgsningsveaerdi
for hvert af problemernaa

Kvadratisk knapsack problemet

Kvadratisk knapsack problemet har adskillige anvendeBetragt f.eks. et teleselskab som skal e-
tablere et antal radiomaster rundt omkring i landet.rDmest interessante byer udveelges, og der
gennemfgres en ngje analyse af hver radiomasts fordeleeagpal. En radiomast koster et givet
belgbw; at etablere, og teleselskabet har et budget. EEnhver radiomast vil i sig selv give et vist
afkastpjj mens man far afkastgk; + pji for telefoni mellem to byer og j.




Idet vi indfarer beslutningsvariabbg < {0,1} til at angive om en radiomast bygges eller ej, kan vi
formulere problemet som fglgende kvadratiske knapsadilgmo (QKP):

n n
maximize Pij XiX;
3
n
subject to Z wjXxj <cC 2
=1
x; €{0,1}, j=1,...,n

hvor objektfunktionen angiver at profitten skal maximemgns knapsack begraensningen betyder
at etablerings-budgettet mdikke m& overskrides. Det antages at alle vaerdiep;pbg w; er ikke-
negative heltal.

Afgarlighedsproblemet svarende til QKP#grp -fuldstaendigt, hvilket kan vises ved reduktion fra
KNAPSACK (diagonalelementerne i QKP seettes til profittdri®lAPSACK, mens alle elementer
udenfor diagonalen seettes til nul).

Falgende eksempel viser en instans af QKP for syv byer.

1]1 2 3 4 5 6 7
1/8 9 4 3 3 4 7
2/9 7 126 3 9
3|4 18 47 5 4
pj 4|3 2 4 10 3 7 n=7,c=20.
5/3 6 702 40
6/4 3 5 3 4 8 9
7/!7 9 4 7 0 9 5
W, 2 7 8 9 5 3 9

Den optimale lgsning er at bygge radiomaster i byerr®516 hvilket giver en profit pa 83.

@vre greenseveerdi

Opgave 7 Hvis man Lagrange-relaxerer knapsack begraensningernref@kbmmer problemet QKR)
givet ved

n n n
maximize PiiXiXj — A WiXj — C 3
xje{0,1}, j=1,...,n
For hvilke veerdier ah er (3) en relaxering af (2)&
Betegn med. den lovlige maengde af-veerdier.

Opgave 8 Vis at for et giveth € L kan det Lagrange-relaxerede problem (3) skrives pa formen

maximize dijxx; | +k (4)
subjectto x; € {0,1}, j=1,...,n

hvor k er en konstant. Vis endvidere at dette problem kan lgseynpoiiel tid.m
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Det vides at QKIPA) er en konveks funktion aX, der ser ud som fglger:

QKP()

A

Y
>

Det Lagrange duale problem géar ud pa at finde den vaerdisaim resulterer i den strammeste
greenseveerdi. Dvs. vi sgger
min QKP(A) (5)
AEL
Opgave 9 Angiv en nedre og gvre graense for hvor stdran blive i ovenstaende udtryk. Udtrykket
A < o er ikke et tilfredsstillende svam

Opgave 10 Beskriv en effektiv algoritme som lgser problemet @).

Opgave 11 Implementer algoritmen til lgsning af (5) og afprev den petanserne fra hjiemmesiden.
]

Branch-and-bound algoritme

Vivil nu konstruere en rekursiv branch-and-bound algoeeitihlgsning af QKP problemet (2). | hvert
skridt forgrener vi pa den sidste beslutningsvariaedaledes at det tilbagevaerende problem herefter
har starrelsen — 1.

Initielt seettes¢ =0 fori = 1,...,n0gz" = 0. Herefter kaldes algoritmen

quadknap(0,c,n);
Den rekursive del af algoritmen kan skitseres som:

quadknap(P,T,N)
if T < Othen return
if P>z thenz — P;x" —x fori=1,...,n
if = 0then return
find en gvre greensevaerdi for problemet defineret pépij), i, j = 1,...,n, og med kapacitet
if u+P >z then
Xm < 1; modificer(p;j) matricen;quadknap(P + prm, ©— Wr,N— 1)
Xy < O; retabler(p;;) matricen;quadknap(P,C,n— 1)

Her angivem antallet af frie variable (dvs. variable som der endnu ikkerenet pd)¢ angiver den
tilbageveerende kapacitet, mghgngiver profitten af de allerede valgte radiomaster.



Ved modification af p;;) matricen seetter vi
Pii <= Pii + Pin + Pri

for hverti = 1,...,n— 1. Dette betyder, at hvis radiomaspa et senere tidspunkt bliver valgt, vil
man automatisk indkassere profitten af al kommunikationenebyernei og n. Nar matricen skal
retableres subtraherer vi atter disse bidrag ved at seette

Pii < Pii — Pin — Pri
forhverti=1,... n—1.
Opgave 12 Implementer en fuldsteendig versionqafadknap som benytter graenseveerdien @).

Opgave 13 Kgr algoritmen pa instanserne fra hjemmesiden og angitiigental branch-and-bound
knuder, graenseveerdi i rodknuden, samt optimal lgsningsveer

Noter

Det kan i opgaven antages at MAX-CUT-DECISION #grp -fuldsteendig A 2 -fuldsteendighed af
MAX-CUT-DECISION bliver vist ved forelsesningerne som fetg(se plancherne): 3SCNF-SAT
kan reduceres i polynomiel tid til 3SCNF-NAE-SAT. Sidstnam/problem kan igen reduceres i poly-
nomiel tid til MAX-CUT-DECISION.

Til implementerings-opgaverne benyttes et rammeprogkaiavst i C++. Rammeprogrammet kan
indlaese instanser fra hjemmesiden og rummer en simpel ingpigering af EDMONDS-KARP al-
goritmen til lasning af MAXIMUM-FLOW problemet. Rammepn@gnmet findes pa kursets hjem-
meside sammen med alle instanser.

De benyttede datatilfeelde er en blanding af virkelige datélfzeldigt genererede data som angivet i
falgende tabel:

Beskrivelse filnavne
Radiotelefoni tele7
Compiler design comp30 comp45 comp47

Geometriskp-dispersion| geo10 geo20 geo30 geo40

Random 25% densitet | rand10.25 rand20.25 rand30.25 rand40.25
Random 100% densitet| rand10.100 rand20.100 rand30.100 rand40.100
Klike i en graf cliquel0 clique20 clique30 clique40

Densiteten af et datatilfeelde angiver hvor mange procemizdficens elementer der er forskellige fra
nul. Compiler design problemerne er foreslaet af Helmbieemdl, Weismantel.



