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Dette er den fgrste af to projektopgaver pa kurset Videregaende Algorit-
mik, blok 2, 2007/2008. Opgaven skal lgses i grupper pa 2 eller 3 personer.
Hvis en studerende gnsker at arbejde alene, forudsaetter dette en forhands-
godkendelse fra en instruktor. Opgaven er normeret til 1-2 arbejdsdage pr.
studerende.

Opgaven stilles d. 23. november og skal afleveres i 1.-dels-administrationen
i 2 eksemplarer inden d. 5. december 2007 kl. 12. Husk at udfylde forsiden
inden aflevering.

Besvarelsen skal godkendes, for at gruppens medlemmer kan indstille sig
til den skriftlige eksamen eller senere reeksaminationer. Der er ikke mulighed
for genaflevering af en ikke godkendt besvarelse.

Opgave 1: b-stremning

Lad G = (V, E) veere en orienteret graf. For hver knude v € V lader vi
07 (v) veere maengden af udgaende kanter fra v og d (v) veere maengden af
indgaende kanter til v.

Hver kant e € E har en kapacitet u. € RU {oo}, og hver knude v € V'
har et sakaldt demand b, € R.

Vi gnsker (om muligt) at finde en b-strgmning, som er en tildeling af reelle
tal x. til hver kant e € F saledes, at

Z Te — Z Te =b,,Yv €V,

ecd—(v) e€dt(v)
0<z, <wu,VeekFE.
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Figur 1: Grafer med kapaciteter og demands (f.eks. har knude vy demand —2
og kant (vq,v3) kapacitet 4 i (a)).

Find, for hver af de to grafer i Figur 1, en b-strgmning for grafen eller argu-
menter for, at grafen ikke har nogen b-strgmning.

Opgave 2: Minimum-cost flow-problemet

Betragt en graf G med kapaciteter og demands som i Opgave 1 og desuden
en omkostning ¢, € R for hver kant e € E. Givet en b-stromning {z.|e € E}
i GG, da defineres dens omkostning som ZeeE CeTe.

I minimum-cost flow-problemet (MCFP) onsker vi at finde en b-stromning
i G med minimal omkostning.

Opskriv MCFP pa standard-form for instansen i Figur 1(a) med omkost-
Ninger Cy vy = 1, Cyuy = 2, Cogy = 3, Cogy = 45 Cogvs = Oy Cuguy = 6, Coguy = 7,
Cogvs = 8, Cyspy = 9 08 Cpsyy = 10. Formuler det duale problem til det fundne
LP-problem.
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Figur 2: (a): En graf og (b): en planar indlejring af denne graf. Indlejringen
inddeler planen i sideflader a, b, ¢, d, e, f, g og h, hvor a er ekstern.

Opgave 3: En anvendelse af MCFP: rektilineser
planar indlejring

Vi vil nu se pa en anvendelse af MCFP pa et geometrisk problem i planen.
Lad os i det folgende antage, at G = (V, E) er en ikke-orienteret graf, og
af tekniske arsager vil vi antage, at G er sammenhangende og bestar af
mindst tre knuder, samt at GG ikke har nogen snitknuder, dvs. knuder, der,
hvis de fjernes, giver en ikke-sammenhangende graf (den studerende kan blot
ignorere disse tekniske detaljer). Vi antager desuden, at ingen knuder i G har
grad stgrre end 4.

Definer en planar indlejring af G til at veere en tegning af G' i planen
saledes, at hvert par af kanter kun overlapper i evt. falles endepunkter. Et
eksempel er givet i Figur 2. Hvis grafen er tegnet saledes, at hver kant bestar
udelukkende af lodrette og vandrette liniestykker, siges indlejringen at veere
rektilinecer (se Figur 3). For en sadan indlejring defineres knekpunkter til at
veere de punkter, hvor vandrette og lodrette liniesegmenter fra samme kant
mgodes.

Bemeerk at en planar indlejring inddeler planen i et antal omrader, som
vist 1 Figur 2(b). Vi kalder disse omrader for sideflader. Netop en af disse
sideflader er ubegrzenset, og vi kalder denne for den eksterne sideflade. Knu-
derne og kanterne i en sideflade udger en kreds (dette vil vi ikke vise). Vi
kalder en sadan kreds for en grensekreds.

Antag nu at vi har en planar indlejring af G. Da defineres et rektilineert
layout af G til at veere en rektilinezer indlejring af G, der indeholder de samme
graensekredse som den givne indlejring.



Figur 3: En rektilineser indlejring af en graf. Eksempel: greensekreds d laver
en indvendig drejning i vy, v3 0g vg og en udvendig drejning i v4.

Problemet, vi betragter i denne opgave, er at finde et rektilinesert layout
af G med et minimalt antal knaekpunkter. Idéen er at indfere variable, der
holder styr pa antallet af knaekpunkter samt variable, der sikrer, at lgsningen
er lovlig, og pa basis heraf formulere problemet som en instans af MCFP.

I det folgende vil vi betragte et rektilinezert layout (som vi dog ikke kender
eksplicit).

Givet en graensekreds f i dette rektilinesere layout og en knude v i f, da
siges f at lave en indvendig drejning i v, hvis de to kanter i f udgaende fra v
danner en vinkel i v pa mindre end 180° set fra f. Hvis vinklen er stgrre end
180°, siges f at lave en udvendig drejning i v. Et eksempel er givet i Figur 3.
Vi definerer indvendige og udvendige drejninger i knakpunkter tilsvarende.

For hver greensekreds f og hver knude v i f indfgres en variabel z,¢, der
fastleegges som fglger

1 hvis f laver en indvendig drejning i v
Z,f = —1 hvis f laver en udvendig drejning i v
0 ellers.

Lad f og g veere to greensekredse med feelles kant e. Vi definerer variablen
2fq til at veere antallet af indvendige drejninger, som f laver i knakpunkter
i e (hvis f og g har flere falles kanter, summeres over alle disse kanter).
Bemeerk at zg, og 2,4 er to forskellige variable.



Opgave 3.1

Angiv veerdierne af alle variable z;, og x, for den rektilinesere indlejring i
Figur 3. Hvor mange knaekpunkter har denne indlejring?

Tegn et rektilineaert layout af grafen fra Figur 2(a) givet den planare
indlejring i Figur 2(b).

Opgave 3.2

Lad f veere en graensekreds i en rektilinezer indlejring. Det kan vises, at
antallet af indvendige drejninger minus antallet af udvendige drejninger, som
f laver i sine knuder og knakpunkter, er —4, hvis f svarer til den eksterne
sideflade, og ellers 4.

Udtryk disse begreensninger som lineare begraensninger i de tidligere ind-
forte variable.

Verificer at begreensningerne gaelder for greensekredse a og e i Figur 3.

Opgave 3.3

I starten af opgaven antog vi, at ingen knude i G har grad steorre end 4.
Hvorfor er denne antagelse ngdvendig?

Det folger desuden af vores antagelser om G, at ingen knude har grad
mindre end 2 (dette gnskes ikke vist). Vis at der ma geelde

0 hvis v har grad 2
vaf = ¢ 2 hvis v har grad 3 (1)
f 4 hvis v har grad 4

for hver knude v (summen ovenfor skal forstas som, at der summeres over
alle greensekredse indeholdende v).

Opgave 3.4

Vi gnsker at minimere antallet af knaekpunkter. Formuler en objektfunktion,
hvis minimering sikrer dette. Objektfunktionen skal udtrykkes i de tidligere
indfgrte variable.

Opskriv et linegert program med denne objektfunktion og med fglgende
begraensninger:



a Begrensningerne fra Opgave 3.2.
b Begransningerne fra Opgave 3.3.
¢ Alle variable zy, er ikke-negative.

Folgende resultat kan benyttes uden bevis: En optimal lgsning til det op-
skrevne lineere program har heltallige veerdier af variablene x,; 0g zy,.

Opgave 3.5

Omskriv det linegere program fra Opgave 3.4 til en instans af MCFP. Det er
vigtigt at formulere begreensningerne saledes, at de er pa formen defineret i
Opgave 1. Beskriv hvilke knuder og kanter, der indgar i den tilhgrende graf,
og hvad knudernes demands og kanternes kapaciteter og omkostninger er.
Opskriv dernzest instansen af MCFP svarende til indlejringen i Figur 2(b).
Vink: foretag en passende substitution af visse variable for at sikre, at de
er ikke-negative.

Noter til Opgave 3

Det kan vises, at en optimal lgsning til ovenstaende instans af MCFP svarer
til et rektilineaert layout med et minimalt antal knakpunkter. Desuden kan
det vises, at det er forholdsvist nemt at finde dette layout, nar den optimale
lpsning til MCFP-instansen er fundet. For at begraense opgavens omfang, vil
vi undlade at komme naermere ind pa dette.

Opgave 4: Reduktion til MCFP

I Opgave 3 matte vi modificere visse variable for at sikre, at de var ikke-
negative, som pakraevet i MCFP.

I denne opgave betragter vi et (tilsyneladende) mere generelt problem end
MCEFP. Her tillades, at bade de gvre og nedre greenser for kapaciteterne kan
veere vilkarlige konstanter. Specielt tillades altsa negative variabel-vaerdier.

Betragt en graf G som i Opgave 2 og antag endvidere, at der er knyttet
en nedre kapacitetsgraense [, € R U {—oo} til hver kant e € F.

I det generelle minimum-cost flow-problem (GMCFP) skal der findes en

tildeling af tal x. til hver kant e med minimal omkostning ZeeE Cee, Sa der



gaelder

Z Te — Z Te =b,,Yv €V,

ecéd— (v) e€dt(v)
l. <z, <wue,Vee€kE.

Bemaerk at enhver instans af MCFP er en instans af GMCFP. Dermed kan
en algoritme, der lgser GMCFP, ogsa lgse MCFEP.

I denne opgave gnsker vi at vise, at dette i en vis forstand ogsa gaelder
den anden vej, altsa at en algoritme til MCFP kan bruges til at lgse GMCFP.
Vi vil gore dette ved at foretage det, der kaldes en reduktion af GMCFP til
MCFP.

I denne opgave definerer vi en sadan reduktion ved en afbildning f fra
meengden af GMCFP-instanser til maengden af MCFP-instanser, sa:

1) Hvis Igycrp er en instans af GMCFP med knudemangde V' og kant-
maengde F, da er f(Igycrp) en instans af MCFP med O(V') knuder
og O(F) kanter.

2) Givet en optimal lgsning til f(Iemerp), da kan denne lgsning konver-
teres til en optimal lgsning til Igcrp.

Disse punkter sikrer, at hvis vi har givet en algoritme A til MCFP, da fas
en algoritme til GMCFP ved forst at reducere en instans af GMCFP til
en instans af MCFP og dernaest anvende A pa den nye instans. Det forste
punkt begraenser storrelsen af denne nye instans. Den fundne optimale lgsning
(safremt en sadan findes) kan derefter konverteres til en optimal lgsning til
GMCEFP.

I Opgave 4.1 til 4.3 vil vi modificere en generel instans af GMCFP til en
instans af MCFP i flere mindre trin. For at kunne besvare Opgave 4.4-4.5, er
det vigtigt, at disse trin tilsammen udger en reduktion.

Antag at vi har givet en instans I, af GMCFP, dvs. vi har givet en
orienteret graf G = (V, E) med veerdier af variablene [, u., b, og c..

Opgave 4.1

Modificer I til en instans [; af GMCFP, hvor det for hver kant e galder, at
mindst en af variablene [, og u. er endelige.
[lustrer dette pa den konkrete instans af GMCFP i Figur 4.
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Figur 4: En instans af GMCFP. Til hver knude er knyttet et demand og til
hver kant er knyttet en omkostning samt et talpar, der angiver nedre og gvre
graense for kantens kapacitet.
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Vink: foretag sammentrakninger af visse kanter til knuder og modificer
demands og omkostninger passende i den resulterende graf. Husk at tage
hgjde for at der kan opsta flere kanter mellem samme knudepar i den resul-
terende graf.

Opgave 4.2

Modificer I; til en instans I, af GMCFP, hvor det for hver kant e galder, at
l. er endelig.
[lustrer dette pa den konkrete instans fundet i Opgave 4.1.

Opgave 4.3

Modificer I, til en instans I3 af GMCFP, hvor det for hver kant e galder, at
le = 0.
[lustrer dette pa den konkrete instans fundet i Opgave 4.2.



Opgave 4.4

Bemeerk at instansen I3 i Opgave 4.3 er en instans af MCFP. Vis at den har
O(V) knuder og O(FE) kanter.

Opgave 4.5

Vis hvordan man kommer fra en optimal Igsning til /5 til en optimal lgsning
til 1.

Vink: vis forst hvordan man kommer til en optimal lgsning til 5, dernaest
til en optimal lgsning til I; og til sidst til en lgsning til .

Hlustrer dette ved at lgse den konkrete MCFP-instans fundet i Opgave
4.3 og derefter vise, hvordan man kommer fra denne optimale lgsning til en
optimal lgsning til instansen af GMCFP i Figur 4.



