Answers, Written Exam, January 2006, David Pisinger

Svar 11 Fra ligningen

ot Lot s 25
2T 10T 1027 10

fas Gomory uligheden
1 - 4 N 5
1071077 10
Ved indszttelse af s; = 9+ 4x; — 6X2 09 S, = 4 — X3 — %o fas
(9+4x1 —6x2) +4(4—x1—%X2) =25—10%2 > 5
der reduceres til X, < 2. Sa det rigtige svar er 11A). m
Svar 12 Der galder at
KNH = conv ({x € B’ | 81 + 7xp + 3X3 -+ 5X4 + s + 6Xg + 3%7 < 15 A Xg = X7 = 1})
= conv ({x € B | 8% + 7z + 3x3 + 5% + 9x5 < 6})

Heraf ses at x; = X2 = X5 = 0. S& dimensionen dim(KNH) er 2, da vi kun kan finde de affint
uafhangige punkter (x3,x4) = (0,0), (x3,X4) = (1,0) 0g (X3, xa) = (0,1). Rigtige svar er 12C). m

Svar 13 Vi har uligheden
8X1 + X2 + 3X3 + 6X4 + 9X5 + 6% + 3x7 < 15

og det minimale cover C = {1,2,3}. For at finde det starste o s& X3 +Xp + X3+ x4 < 2 €r en
lovlig ulighed lgser vi problemet:

max X1 +Xg + X3
st 8xy+7xp+3x3+6 <15
X1, X2, X3, %4 € {0,1}

som har lgsningen y = 1. S8 det starste valgafa era =2 —y=1.
Vi forsgger nu at lgfte uligheden

X1+ X2+ X3+ Xq <2
Vi sgger det starste 3 sa uligheden
X1+ X2 + X3+ Xq +Bxs < 2
er lovlig. Dertil lgser vi problemet:

max X1 + X2 + X3+ X4
st 8xg+7x2+3x3+6X4+9 < 15
X1,%2,X3,%4 € {0,1}

som har lgsningen y = 1. S det starste valg af B er B = 2 —y = 1. Den rigtige lgsning er 13D). m

Svar 14 Den optimale lgsning er

vare | rute antal varer
1 1-4—-2-5 2
2 2—1—4 1
2 2—3—6—-5—4 |1
3 6—2—3 2

Den samlede pris af stremningen er z= 37. Svar 14F). m

Svar 15 Vi har fglgende ruter

vare k | ruter dy | pris prenhed | samlet pris
1 1-4—2—-3—-6—-5]| 2 7 14
1 1—-4—-2-5 2 3 6
2 2—1—4 2 9 18
2 2—3—6—5—4 2 6 12
2 2—5—4 2 2 4
3 6—2—3 2 8 16
3 6—5—4—2—3 2 4 8

Ruten 6—2—5—4—2—3 er ikke en simpel rute, da den indeholder en kreds. Rigtige svar 15H).
|

Svar 16 Den reducerede omkostning af ruten 1—4—2—3—6—5erc, =14 —y; —2ysp = 14—
28—2-(—4)=—6.Svar 16D). m

Svar 17 Vi har de duale variable yo3 = —3, yo5 = —7, y4o = —4 0g gvrige yj; = 0, mens y; = 28,
y> = 18, y3 = 22. De reducerede omkostninger af lovlige (simple) ruter er:

[varek [ ruter pris | reduceret pris \
1 154—2-3-65| 14 | 14—y, 2ysp—2y3—14—28+8+6=0
1 1-4—-2-5 66—y, —2Ys—2ys=6—-28+8+14=0
2 2—1—-4 18 |14-y,=18-18=0
2 2—3—6—5—4 12 112 -y, —2y»3=12-18+6=0
2 2254 44—y, 2ys=4-18+14=0
3 6—-2-3 16 |16 -y3 2y =16-22+6=0
3 6—5—4—2—-3 8 | 8—Y3—2ypp—2y3=8-22+8+6=0

sa der er ingen ruter som har negativ reduceret omkostning. Rigtige svar 171). m

Svar 18 Huvis vi Lagrange relaxerer begrensning (5) far vi problemet

; K K
min Gij s — Nij ( dix —Uij> (12)
kEZ( (i%eE N (i,geE keZ( .




3
st X —§ x5 =0 keK,jeV\{st 13
i; i i; ji j eV {sot} (13)
K= keK (14)
jez/xsk,l
K = keK (15)
ieZ/Xmk
0<x<1 keK,(i,j)€E (16)

og der skal gaelde at Ajj < 0 for alle (i, j) € E, idet vi betragter et minimeringsproblem. (Hvis
S kek dkx}‘j < u;j far vi et negativt bidrag i objektfunktionen fra Lagrange-leddet, som gnsket.)
Rigtig svar 18B). m

Svar 19 De to spgrgsmal kan besvares som falger:

a) | path formuleringen betragter vi samtlige ruter fra sy til ty for alle varer k. Da kapaciteterne
pa kanterne er starre end alle vare-behov dy indgar samtlige ruter i begge formuleringer.
Enhver Igsning til path formuleringen kan transformeres til en lgsning for den simple for-
mulering ved at spalte rute-variablene op i kant-variable. Omvendt vil enhver lgsning til
det simple problem kunne transformeres til en lgsning til path formuleringen ved at op-
skrive kant-variablene som sum af ruter. Falgelig er lasningsrummet for de to problemer
ens, og de to greensevardi 0gsa ens.

Man kan alternativt udregne granseverdien for de to problemer. Fra opgave S14 ved vi
at den optimale lgsning til LP-relaxeringen af den simple formulering er zgmpe = 37. Da
kolonnegenereringen terminerede i spargsmal S17, ma de duale variable fra spgrgsmal S16
veere de duale variable for hele master problemet givet ved (7)-(10). Objektfunktionen af
det duale problem er Zpath = ¥ ec UijYij + Y kek Yk = U2Y23 + Upsyas + UazYaz + Y1 + Yo +
Y3 =3(—-3)+2(—7)+2(—4)+28+18+22 =37.

b) Vibemearker at den simple formulering (1) til (6) har diagonal-struktur, hvor “joint-constraint”
er kapacitetsbegraensningen (5). Wolsey, theorem 11.2 siger nu at 2-"M = 2P dvs. at LP-
lgsningen til master problemet har samme lgsningsveerdi som LP-lgsningen til det Lag-
range duale problem. Derfor mé det bedste valg af Lagrange multiplikatorer svare til de
duale variable i master problemet. Men dette betyder at

Az=-3Ap5=—ThAap=—4

mens alle gvrige Ajj = 0.

Man kan ogsa indse ovenstdende ved at “geette” Lagrange multiplikatorer lig med de du-
ale variable y;j. Ved lgsning af det Lagrange relaxerede problem finder man lgsningen
68+ (3(—3)+2(—7)+2(—4)) =68 -9 —14 — 8 = 68 — 31 = 37. Da dette er den bedste
greensevardi vi kunne hébe pa, er de valgte Lagrange multiplikatorer optimale.

Svar 20 Beslutningsvariablen xikj angiver om vare k € K strgmmer langs kanten (i, j) € E, mens
beslutningsvariablen y;; angiver om kant (i, j) € E bliver etableret. Dermed bliver modellen

min ; z Cijde,ijr z fiiVij @17
KeK (i,])eE (i,)€E
st X — ;xﬁ =0 keK,jeV\{sct} (18)
i€ i€
k
=1 keK (19)
J_EZ/XS«J
k
i;xwk =1 keK (20)
diod; < i (i, ek (21)
ke
X < Vij keK,(i,j)€E (22)
0<x <1 keK,(i,j)€E (23)
yij € {0,1} (i,) eE (24)

Objektfunktionen (17) minimerer summen af rutningsproblemet samt etableringsomkostningerne.
Begransning sikrer (18) flow bevarelse, mens (19) sikrer at vare k sendes fra sy, og (20) sikrer at
vare k ankommer til ty. Begransning (21) angiver kapaciteten af hver kant (i, j), mens begraens-
ning (22) sikrer at hvis vi benytter kant (i, j) (dvs. x}‘j > 0) s8 skal vi ogsé betale prisen for at
etablere kanten (dvs. yij = 1). Endelig angiver (23) at varerne godt ma deles, og (24) angiver at
etablering af kanter er en biner beslutning. m




