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Dette er den anden obligatoriske projektopgave pa kurset “DATV: Introduktion til optimering og ope-
rationsanalyse”. Opgaven stilles fredag 9. marts 2007 og skal afleveres senest tirsdag 20. marts 2007
kl. 11.00 i DIKU’s studieadministration. For at blive godkendt skal der vare gjort et reelt forsgg
pa at lgse samtlige spargsmal. Besvarelsen skal udarbejdes i grupper pa to til tre deltagere. Grupper
med én deltager kreaever skriftlig accept fra instruktoren mindst en uge far opgaven skal afleveres.
Laes venligst hele opgaveformuleringen igennem inden du gar i gang. Hints til opgaverne kan fas ved
gvelserne, hvor der er afsat tid til at arbejde med projektopgaven.

Indledning

Bin packing problemet er et vigtigt optimeringsproblem indenfor produktionsplanlaeegning, pakning
m.m. Bin packing problemet er NP-hardt at lgse [1].

Formelt kan bin packing problemet defineres pa falgende vis: Lad der veere givet n genstande som
hver har en tilknyttet vaegt wj. Lad der endvidere vere givet et uendeligt antal beholdere (bins) der
hver kan rumme veegten c (kapaciteten). Opgaven er nu at fordele genstandene i beholdere, sa ingen
beholderes kapacitet overskrides, og saledes at der benyttes faerrest mulige beholdere.

Hvis vi bruger binare variable xjj til at angive om en genstand j anbringes i beholder i, og v; til at
angive om beholder i benyttes, far vi falgende matematiske formulering af problemet:

n

minimize Vi (D)
2"
n

subject to wixij <cvi, i=1,...,n (2
J:
n
xij>1, j=1,...,n (3)
2
xj€{0,1}, i,j=1,...,n 4)
vie{0,1}, i=1...,n (5)

Vi vil betegne formuleringen (1) — (5) for en simple formulering. Objektfunktionen (1) angiver at vi
skal bruge ferrest mulige beholdere, mens begraensning (2) angiver at hvis vi = 0 sa kan der ikke
pakkes noget i beholderen og hvis v; = 1 sa kan der pakkes kapaciteten c. Begrensning (3) sikrer
at hver genstand j bliver pakket, og begrensningerne (4) og (5) sikrer at alle beslutningsvariable er
boolske.

Det antages normalt at alle koefficienter wj og c er positive heltal. Det antages endvidere at wj <c
for alle j da man ellers ikke kan finde en lovlig lgsning.



Eksempel 1 | det falgende eksempel er c = 9 og der er givet n = 7 genstande med fglgende vagte:

iT1 2
Wj24

3 4 5
6 5 8

6 7
4 6

Opgave 1 Lgs instansen fra eksempel 1 til optimalitet ved brug af CPLEX. Rapporter den fundne
Igsning samt antal branch-and-bound knuder som CPLEX brugte (angiv Nodes og Iterations). m

En god heuristik til at lgse bin packing problemet er first fit decreasing. Her sorters genstandene
efter aftagende vegt, og alle beholdere er til at begynde med tomme. Nu betragtes genstandene i den
sorterede reekkefalge. Hver genstand j anbringes i den farste beholder (dvs. den beholder med lavest
nummer) hvor der er plads.

Opgave 2 Anvend first fit decreasing heuristikken pa eksempel 1 og vis at man herved finder falgende
lgsning

bin | genstande | vaegt
1 |5 8

2 |31 6+2
3 |7 6

4 |42 5+4
5 |6 4

Giv tilstreekkeligt med detaljer til at man kan falge algoritmen. m

Hvis man kender en gvre graense m for antal beholdere, der skal benyttes i en optimal lgsning, kan
dette udnyttes til at begraense antal beslutningsvariable v; séledes at man kun har disse variable for
j=1,...,m. Dette kan reducere starrelsen af modellen (1) — (5) betragteligt.

Graensevardier

Hvis vi LP-relaxerer bin packing problemet (1) — (5) far vi felgende problem

n

minimize Vi (6)
2
n

subject to ijxijgcvi, i=1,...,n @)
=1
n
zlxijzl, j=1...n (C))
i=
0<xj<1, ij=1,....n ©)
0<vi<l, i=1,....n (10)

Losningsveerdien til LP-relaxeringen betegnes z-P.

Opgave 3 Find z-" for instansen fra eksempel 1. m



Det er oplagt at z-" giver en nedre graensevaerdi for bin packing problemet. Men desveerre er kvaliteten
af denne relativt darlig. Man kan opna en strammere graenseverdi ved at omskrive problemet som
falger:

Opgave 4 Opskriv for instansen i eksempel 1 samtlige mader en beholder kan pakkes pa. (Dvs. angiv
i tabel-form de valgte genstande, og deres vaegt-sum). m

Antag at der findes to lovlige pakninger P; og P, hvor samtlige genstande i pakning Py ogsa indgar i
pakning P», men pakning P, yderligere indeholder en eller flere genstande. Sa kan vi slette pakning Py
idet vi ikke er darligere stillet ved at anvende pakning P, i stedet. (Vi kan altid smide ekstra genstande
vaek i en lgsning).

Opgave 5 Brug denne observation til at fjerne nogle pakninger fra forrige opgave og opskriv de
tilbageveerende pakninger. m

Lad R betegne maengden af pakninger af en enkelt beholder. Lad endvidere ajj angive om genstand
j indgar i pakning i. Vi kan benytte dette til at opskrive en alternativ formulering af bin packing
problemet, som vi betegner kolonne formuleringen.

Lad x{ angive om pakning i € R benyttes. Dermed bliver modellen:

min x| (11)

s.t aijxi>1 j=1,...,n (12)
ieZ? 12

xie{0,1} ieR (13)

Her sikrer (12) at hver genstand | bliver pakket, mens (13) sikrer at hver pakning bliver brugt nul eller
en gang.

Opgave 6 Opskriv kolonne formuleringen af eksempel 1 (gerne reduceret i henhold til opgave 5) m
Opgave 7 Las kolonne formuleringen af eksempel 1 til LP-optimalitet med CPLEX. m

Opgave 8 Las kolonne formuleringen af eksempel 1 til IP-optimalitet med CPLEX. Rapporter antal
branch-and-bound knuder som CPLEX brugte (angiv Nodes og lterations). m

Opgave 9 Bevis at man far strammere greenseveerdier ved at lgse LP-relaxeringen af kolonne formu-
leringen end ved at lgse LP-relaxeringen af den simple formulering. (Hint: Idet de to formuleringer
har samme objektfunktion skal man blot vise at lgsningsrummet for det ene problem er skarpt inde-
holdt i det andet problem. Man skal m.a.o. vise at enhver lgsning til kolonne formuleringen ogsa er
en lgsning til den simple formulering. Endvidere skal man vise at der findes mindst en instans hvor
kolonne formuleringen giver en strammere graenseveerdi end den simple formulering). m

Desverre kan der vaere eksponentielt mange mader hvorpéa en enkelt beholder kan pakkes, og
dermed bliver kolonne formuleringen i praksis ulgselig grundet det store antal beslutningsvariable.
Hvis man kun er interesseret i at lgse LP-relaxeringen af kolonne formuleringen (11) — (13), kan
problemet lgses ved at generere kolonnerne efterhanden som der bliver brug for dem. Man kan da habe
pa at problemet kan lgses til LP-optimalitet uden at generere mere end en lille brgkdel af kolonnerne.



For at illustrere princippet, betragt igen den LP-relaxerede kolonne formulering af eksempel 1,
hvor vi kun betragter pakningerne fra first fit decreasing heuristikken. Dette forer til falgende LP-

model _
min x; + X, + X3 + X3 + Xg

s.t. X5 > 1
, vz
" Xy > 1 (14)
X1 ; 1
g > 1
X5 > 1

Lad y; betegne den duale variabel svarende til begraensning (12) for genstand j. De duale variable for
ovenstaende eksempel ery; =y, =Yys =Yg =Yy7 = 1 mensy3 =y, = 0.

Opgave 10 Giv en intuitiv fortolkning af de duale variable y;. m

Opgave 11 Idet den intuitive fortolkning af de duale variable udnyttes, find ved inspektion den mest
lovende pakning i € R, fra opgave 5 som skal tilfgjes modellen. m

Man behgver ikke at kende maengden R for at lgse problemet fra opgave 11.

Opgave 12 Vis at problemet med at finde den mest lovende pakning i € R som skal tilfgjes til model-
len kan formuleres som et knapsack problem. Dette problem kaldes pricing problemet. m

Opgave 13 Angiv et kriterie for hvornar det ikke kan betale sig at medtage en ny pakning af en
beholder (Hint: betragt den reducerede omkostning af en pakning). m

Opgave 14 Udvid ovenstaende kolonne formulering (14) med den nye pakning som blev fundet i
opgave 11. Lgs det udvidede problem (14) med CPLEX og bestem de nye duale variable y1,...,y7.m

Opgave 15 Gentag processen med at finde den mest lovende pakning ved brug af metoden fra opgave
12, tilfgj den til modellen (14) og bestem de nye duale variable. Stands processen nar stop-kriteriet
fra opgave 13 nas. Giv tilstreekkeligt med detaljer i hvert skridt. m

Opgave 16 Sammenlign de to lgsninger fra opgave 7 og 15 med hensyn til LP-lgsningsveerdi og
starrelse af den endelige model. m

Noter

Til opgaven benyttes CPLEX. Da der kun er nogle fa CPLEX-licenser til radighed pa DIKU bedes
man logge ud fra CPLEX relativt hurtigt efter at have kert sin instans. CPLEX licenser er tilgeengelige
pa kand 0og bach maskinerne.

CPLEX kan drille nar man vil finde de duale variable: Hvis man bruger formuleringen

bounds
0<=x1<=1

vil CPLEX have en usynlig dual variabel knyttet til begreensningen. Dette kan medfare at de reduce-
rede omkostninger udregnes forkert.

Det nemmeste er helt at udelade graenser pa variablene. Det er ikke ngdvendigt at sikre x{ < 1 (da
vi minimerer), og x{ > 0 er underforstaet for LP-problemer.
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Skematisk lgsning

Svar 1 Problemet lgses med CPLEX

minimize vl + v2 + v3 +

subject
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2
2
2
2
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x41
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vi
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v3
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x53 +
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x41
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x46
x47
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P T S S
a3

x14
x24
x34
x44
x54

x51
x52
x53
x54
x55
x56
x57
x58

v4 + vb

+ 4+
0 ® 0 00

x15
x25
x35
x45
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x16
x26
x36
x46
x56

+ o+ o+ o+ o+
o000 o

x17
x27
x37
x47
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vl <=
v2 <=
v3 <=
vé <=
vh <=

cocooo

x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17

x21 x22 x23 x24 x25 x26 x27

x31 x32 x33 x34 x35 x36 x37

x41 x42 x43 x44 x45 x46 x47

x51 x52 x53 xb4 x55 x56 x57
end

Output:

Integer optimal solution: Objective = 5.0000000000e+00
Solution time = 0.00 sec. Iterations = 19 Nodes = 0

CPLEX> dis sol var -

Variable Name Solution Value

vi 1.000000
v2 1.000000
v3 1.000000
va 1.000000
5 1.000000



x12 1.000000

x16 1.000000
x25 1.000000
x31 1.000000
x34 1.000000
x43 1.000000
x57 1.000000
x18 1.000000

A1l other variables in the range 1-45 are zero.

Antal branch-and-bound knuder (nodes) er 0, mens antal iterationer (iterations) er 19. m

Svar 2 First fit decreasing. Sorterer genstande 8,6,6,5,4,4,2.

bin | genstande | vagt
1 5 8

2 3,1 62
3 7 6

4 4,2 54
5 6 4

Bemark at vi bruger 5 beholdere, sa vi har en gvre grense pa lgsningsverdiensomerm=5. m

Svar 3 LP-solution

Dual simplex - Optimal: Objective = 3.8888888889e+00
Solution time = 0.00 sec. Iterations = 17 (1)

CPLEX> dis sol var -

Variable Name Solution Value
vi 1.000000
v2 0.222222
v3 1.000000
vé 1.000000
vb 0.666667
x13 0.666667
x17 0.833333
x23 0.333333
x34 1.000000
x35 0.500000
x42 1.000000
x46 1.000000
x47 0.166667
x51 1.000000
x55 0.500000
x18 1.000000

A1l other variables in the range 1-45 are zero.

Svar 4 samtlige pakninger er:

pakning | genstande | vagte | vagtsum
1 1 2 2
2 1,2 2+4 6
3 13 246 8
4 1,4 245 7
5 1,6 2+4 6
6 1,7 2+6 8
7 2 4 4
8 2,4 4+5 9
9 2,6 4+4 8
10 3 6 6
11 4 5 5
12 4,6 5+4 9
13 5 8 8
14 6 4 4
15 7 6 6




Svar 5 Afdisse er de udominerede:

pakning | genstande | vagte | vagtsum
1 1,2 2+4 6
2 1,3 2+6 8
3 1,4 2+5 7
4 1,6 2+4 6
5 1,7 2+6 8
6 2,4 4+5 9
7 2,6 4+4 8
8 4,6 5+4 9
9 5 8 8

Svar 6 Idet vi begrenser os til de udominerede pakninger far vi formuleringen:

minimize
xl + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9

subject to
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 >=1
x1 + x6 + x7 >=1
x2 >=1
x3 + x6 + x8 >=1
x9 >=1
x4 + x7 + x8 >=1
x5 >=1

end

Bemark at begransninger x ’J < 1 ikke er ngdvendige m

Svar 7 Huvis vi lgser kolonne problemet til LP-optimalitet far vi:

CPLEX> opt
Using devex.

Primal simplex - Optimal: Objective = 4.5000000000e+00
Solution time = 0.00 sec. Iterations = 0 (0)

CPLEX> dis sol var -

Variable Name Solution Value
x2 1.000000
x5 1.000000
x6 0.500000
x7 0.500000
x8 0.500000
x9 1.000000

A1l other variables in the range 1-9 are zero.

Svar 8 Lases problemet til IP-optimalitet far vi:

CPLEX> read input2.lp

Problem ’input2.lp’ read.

Read time = 0.00 sec.

CPLEX> opt

Tried aggregator 1 time.

MIP Presolve eliminated 4 rows and 3 columns.
Reduced MIP has 3 rows, 6 columns, and 9 nonzeros.

Presolve time = 0.00 sec.
MIP emphasis: balance optimality and feasibility
Root relaxation solution time = 0.00 sec.
Nodes Cuts/
Node Left Objective IInf Best Integer Best Node ItCnt Gap
0 0 4.5000 3 4.5000 4

* 0+ 0 0 5.0000 4.5000 4 10.00%
Integer optimal solution: Objective = 5.0000000000e+00
Solution time = 0.00 sec. Iterations = 4 Nodes = 0

CPLEX> dis sol var -



Variable Name Solution Value

x2 1.000000
x5 1.000000
x7 1.000000
x8 1.000000
x9 1.000000

A1l other variables in the range 1-9 are zero.

Antal branch-and-bound knuder (Nodes) er 0, mens antal iterationer (iterations) er 4. Sa problemet er blevet
nemmere at lgse. m

Svar 9 Vi skal vise at enhver Igsning til kolonne-problemet ogsa er en lgsning til den simple formulering.
Antag at vi har LP-lgsningen Xj, ..., Xy til kolonneproblemet (11) — (13). Da problemet ikke @ndrer sig ved at
vi bytter rundt pa kolonnerne, kan vi antage at de farste k kolonner har lgsningsvardi x| > 0.
Vi setter nu
vi=x fori=1,... k

og
xiji=ax fori=1,...k j=1,...,n
Alle andre variable sgttes til nul.
Denne lgsning er ogsa lovlig for den simple formulering (1) — (5). Der gzlder nemlig

n
Z wjajj <cC
=1
for enhver kolonne i kolonne problemet og dermed
n
> Wjaijx < ox
=1

sd vi har
n

Z WjXij < CVi
=1
for den simple formulering.

Endvidere gzlder der at x{ <1 0g a;; < 1 s ogsa

Xij=aijx <1

0g
Vi:Xi'Sl

Da lgsningen til kolonne-problemet er en lovlig lgsning til den simple formulering, vil lgsningsvardien for den
simple formulering ikke vare mindre end den tilsvarende for kolonneproblemet.

Instansen fra eksempel 1 viser at der findes en instans hvor kolonne-problemet har en skarpt starre lgs-
ningsverdi end den simple formulering. m

Svar 10 hvis vi setter pj =y; er den reducerede omkostning af en pakning givet ved 1 — ZT:l pj X, hvor
variablen xj = 1 hvis element j indgar i pakningen.
Da pakningen skal vare lovlig er vi interesseret i at minimere fglgende optimerings problem:

minimize  1— pjX; (15)
=1
n
subject to Z wjx; <c, (16)
=1
xj€{0,1}, j=1,....n (7))



der kan bringes pa maksimeringsform

n
maximize Pj Xj (18)
2
n
subject to wjXxj <c, (29)
2
xj€{0,1}, j=1,....n (20)

hvilket genkendes som et knapack problem. m

Svar 11 Kolonnegenerering iteration 0

CPLEX> dis sol dua -

Constraint Name Dual Price
cl 1.000000
c2 1.000000
c5 1.000000
c6 1.000000
c7 1.000000

All other dual prices in the range 1-7 are zero.
Tilfgjer pakning 1:
CPLEX> dis sol dua -

Constraint Name Dual Price
c3 1.000000
c4 1.000000
chb 1.000000
c6 1.000000
c7 1.000000

A1l other dual prices in the range 1-7 are zero.
Tilfgjer pakning 8:
CPLEX> dis sol dua -

Constraint Name Dual Price
c2 1.000000
c3 1.000000
ch 1.000000
c6 1.000000
c7 1.000000

All other dual prices in the range 1-7 are zero.
Tilfgjer pakning 7:

CPLEX> dis sol dua -

Constraint Name Dual Price
c2 0.500000
c3 1.000000
c4 0.500000
ch 1.000000
c6 0.500000
c7 1.000000

All other dual prices in the range 1-7 are zero.

Ikke flere pakninger med negativ reduceret omkostning m
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Kolonnegenerering uden det store skrivearbejde

For sma-problemer kan man med fordel opskrive alle kolonner (som illustreret i nedenstaende fil).
For de kolonner som p.t. ikke skal medtages i modellen, seettes den tilhgrende x-variabel til 0. Dette
sparer ikke alene en del skrivearbejde, men den duale variabel svarende til begraensningen x = 0 vil
netop angive den reducerede omkostning for den nye pakning.

| nedenstaende formulering er alle pakninger 1-9 medtaget, samt de to pakninger 10,11 (som
er dominerede men alligevel indgar i lgsningen fra first-fit-decreasing). Start formuleringen fra (14)
svarer da til kolonnerne 2, 6, 9, 10, 11, mens beslutningsvariablen for alle andre kolonner settes til
nul.

minimize
vi+v2 +v3+vd+vh+ v+ v7 +v8 + vl + vi0 + vil

subject to
vi+ v2 + v3 + vd + vh >= 1
vl + v6 + v7 >= 1
v2 >= 1
v3 + v6 + v8 >= 1
v9 >= 1
vé + v7 + v8 + v10 >=1
v5 + vil >= 1
vi=0 \\ c8
v3 =0 \\ <9
vé = 0 \\ c10
v6 =0 \\ ci1
v7 =0 \\ ci12
v8 = 0 \\ ¢c13
end
CPLEX> opt
Tried aggregator 1 time.
LP Presolve eliminated 13 rows and 11 columns.
All rows and columns eliminated.
Presolve time = 0.00 sec.
Dual simplex - Optimal: Objective = 5.0000000000e+00
Solution time = 0.00 sec. Iterations = 0 (0)

CPLEX> dis sol dua -
Constraint Name Dual Price

2 1.000000
<3 1.000000
5 1.000000
6 1.000000
o7 1.000000
c12 ~1.000000

All other dual prices in the range 1-13 are zero.

Det ses at constraint c12 (begreensningen v7 = 0) har reduceret omkostning -1, sa pakning 7 er den
neste kolonne der skal medtages.

Bemark at der er mange &kvivalente LP-lgsninger, og derfor kunne CPLEX ogsé have valgt en
anden kolonne.
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