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Falsomhed af Knapsack Problemet

David Pisinger, Projektopgave 1

Dette er den farste obligatoriske projektopgave pa kurset “DATV: Introduktion til optimering og
operationsanalyse”. Opgaven stilles fredag 16. februar 2007 og skal afleveres senest tirsdag 27. februar
2007 Kkl. 12.00 i DIKU’s farstedelsadministration. For at blive godkendt skal der vere gjort et reelt
forsgg pa at lgse samtlige spargsmal. Besvarelsen skal udarbejdes i grupper pa to til tre deltagere.
Grupper med én deltager kraever skriftlig accept fra instruktoren mindst en uge fgr opgaven skal
afleveres. Les venligst hele opgaveformuleringen igennem inden du gar i gang. Hints til opgaverne
kan fas ved gvelserne, hvor der er afsat tid til at arbejde med projektopgaven.

Indledning

Knapsack problemet har utallige anvendelser indenfor gkonomi (budgetleegning) transport (pakning,
ladning), og som underproblem ved lgsning af mere komplekse problemer [4, 3]. Specielt bruges
knapsack problemet til at separere lovlige uligheder i heltalsprogrammerings-lgsere og det opstar som
pricing problem nar man lgser bin-packing problemet ved Dantzig-Wolfe dekomponering. Knapsack
problemet er et heltalsprogrammeringsproblem (IP-problem) som er NP-hérdt at lgse.

Formelt kan knapsack problemet defineres pa fglgende vis: Lad der vaere givet n genstande som
hver har en tilknyttet profit p; og veegt wj. Udveelg en delmangde af genstandene séledes at den
samlede profit-sum bliver maksimeret uden at den tilhgrende veaegt-sum overstiger en given granse c,
kaldet kapaciteten. Hvis vi bruger binaere variable x; til at angive om en genstand vzlges eller ej, far
vi falgende matematiske definition af problemet:

n

maximize Pj X ()]
4
n

subject to wjX; <c, 2)
4
xj€{0,1}, j=1,...,n (3)

Den optimale lgsningsveerdi vil blive betegnet z*.
Det antages normalt at alle koefficienter pj, wj og c er positive heltal. Se evt. Cormen [2] afsnit
16.2 for yderligere beskrivelse af problemet.

Eksempel 1 | det folgende eksempel er ¢ =9 og der er givet n = 7 genstande med falgende profitter
0g vegte:

j|l1 2 3 4 5 6 7
pj|6 5 8 9 6 7 3
wj|2 3 6 7 5 9 4
Den optimale lgsning er at vaelge genstandene 1 og 4 hvilket giver en optimal lgsning pa z* = 15. m



Lasning af det fraktionelle knapsack problem

LP-relaxeringen af (1) — (3) svarer til det fraktionelle knapsack problem, hvor det er tilladt at medtage
bragkdele af genstande:

n
maximize P;j X; (@)
2
n
subject to wjXj <c, (5)
>
0<x;<1, j=1,...,n (6)

Selv om problemet (4) — (6) er et normalt LP-problem, og derfor kan lgses med Simplex algoritmen,
kan det bedre betale sig at lgse problemet med en gradig algoritme. Farst sorteres genstandene efter
aftagende effektivitet pj /w; sledes at

PiyPe Py b W

Wi W2 W3 Wn
hvorpa rygsakken fyldes som falger: Elementerne 1,2, 3, ... laegges i rygsaekken indtil man stader pa
den farste genstand s, som der ikke er plads til. Den optimale lgsning er da at medtage de farste s — 1
genstande (dvs. x; =1 for j=1,...,s— 1) mens en brokdel af genstand s medtages saledes at hele
den tilbagevaerende kapacitet udnyttes:

C—¥iIwj
Xg= —————
Ws
Ingen af genstandene efter s medtages (dvs. xj = 0 for j =s+1,...,n). Det fraktionelle knapsack
problem kan dermed lgses i O(nlogn) tid, hvor den tungeste beregning er sorteringen (7).
Lesningsverdien til det fraktionelle knapsack problem betegnes z-P

s—1 C_ZS*lw-
LP j=1""
- = Pj+ Ps
le Ws

Opgave 1 Find z" for instansen fra eksempel 1. m

Gradig lgsning

Sorteringen (7) kan bruges til at finde en lovlig (men ikke ngdvendigvis optimal) lgsning til knapsack
problemet (1) — (3). Vi gennemlgber genstandene i reekkefglgen 1,2,3,...,n og medtager genstand j
(dvs. seetter x; = 1) hvis den kan tilfajes rygseekken uden at overskride kapaciteten c. Den tilsvarende
Izsningsveerdi vil blive betegnet z©.

Opgave 2 Find z€ for instansen fra eksempel 1. m



Duale problem

Opgave 3 Opskriv (i generel form) det duale problem af (4)—(6). Lad y’ veere den duale variabel
svarende til begreensning (5) og y;j for j=1,...,n vere de duale variable svarende til begraensningerne
(6).m

Opgave 4 Angiv verdierne af y’ og ys,...,Yyn for instansen fra eksempel 1. m

Opgave 5 Vis at der generelt gelder at den duale veerdi svarende til begreensning (5) er givet ved
y = ps/Ws.

Opgave 6 Bestem i generelt form de duale veerdier y; svarende til begreensningerne (6). m

LP-fglsomhedsanalyse

Ofte kender man ikke profitter p; og vaegte w; af genstandene med fuldstendig ngjagtighed. Det kan
derfor vaere relevant at bestemme hvor meget profitten eller veegten af en genstand j kan a&ndres uden
at den optimale LP-lgsning &ndrer sig. Dette kaldes falsomhedsanalyse (sensitivity analysis), jf. Taha
[5] afsnit 4.5.

Opgave 7 Angiv for hver genstand j=1,...,7 i eksempel 1 den mindste og starste vardi af profit p
saledes at LP-lgsningen er uzndret. Det er tilstreekkeligt kun at redegare for detaljerne i udregningen
for den farste genstand, og herefter at opstille alle resultater i tabel-form. m

Reduced-cost fixing
Opgave 8 Vis at hvis vi gger/mindsker kapaciteten ¢ af rygsekken med A, da er en gvre greenseverdi
U for det fraktionelle knapsack problem givet ved
Uc+A) =7"P+yA
[ ]

Antag at vi har fundet en LP-lgsning til det fraktionelle knapsack problem (4)-(6). Hvis der for en
genstand j geelder at

py — Wi | =2~ 28 ®

sd vil x; i en IP-lgsning (knapsack problemet) have samme veerdi som x; i den tilhgrende LP-lgsning
(fraktionelle knapsack problem).

Opgave 9 Vis at ovenstaende pastand er korrekt. m

Metoden kaldes reduced cost fixing og den kan anvende til at formindske en instans af knapsack
problemet idet de variable hvis IP-lgsningsveerdi er kendt kan fjernes fra problemet ([6] section 7.8
exercise 7).

Opgave 10 Udregn veerdien af |pj —w;ps/ws| for j =1,...,ni instansen fra eksempel 1, og anvend
reduced cost fixing til at bestemme de optimale IP-lgsningsvaerdier for s& mange variable som muligt.
[ ]

Opgave 11 Fjern de reducerede variable fra knapsack problem instansen i eksempel 1 og opskriv det
tilbagevaerende problem. Husk at reducere kapaciteten ¢ af rygsaekken med en passende verdi. m



Dynamisk programmering

Bellman viste i 1957 at knapsack problemet kan lgses med dynamisk programmering [1] (se ogsa
Taha [5] afsnit 10.3.1).

Lad f;(d) veere en optimal lgsning til (1) — (3), hvor kapaciteten er begrenset til ¢ = d og hvor
kun de farste i genstande tages i betragtning. Med andre ord har vi

fi(d):max{glpjxj ZJZleXj <d, Xj 6{0,1}} 9)

fori=0,...,nogd =0,...,c. Fori=0kan man naturligvis kun opna profit-summen 0 uanset vardien
af d sa der gealder
fo(d)=0ford =0,...,c (10)

Hvis vi kender de optimale lgsninger for f;_; kan vi finde de optimale lgsninger for f; ved brug af
fglgende rekursion

fi(d _ { fi,l(d) hvis d < w; (11)

max { fi-1(d), fia(d—wi)+pi}  hvisd > w
Den optimale lgsningsveerdi til (1) — (3) findes dermed som z* = f,(c).

Eksempel 2 Tabellen fj(d) for eksempel 1 lgst med dynamisk programmering bliver:

& N]0 1 2 3 4 5 6 7
0/0 0 0 0 0 0 0 0O
110 0 0 0 0 0 0 O
2/0 6 6 6 6 6 6 6
3/]0 6 6 6 6 6 6 6
410 6 6 6 6 6 6 6
5/0 6 11 11 11 11 11 11
6|0 6 11 11 11 11 11 11
710 6 11 11 11 12 12 12
8/0 6 11 14 14 14 14 14
9/0 6 11 14 15 15 15 15

IP fglsomhedsanalyse

Modsat falsomhedsanalyse af LP-problemer er det ikke nemt at lave falsomhedsanalyse af IP-problemer.
For knapsack problemet kan det dog lade sig gare relativt effektivt ved brug af dynamisk programme-
ring.

Betragt knapsack problemet fra eksempel 1 og den tilhgrende dynamisk programmerings tabel fra
eksempel 2.

Opgave 12 Antag at vi vil finde den mindste og starste veerdi af p; saledes at IP-lgsningen er uzndret.
Vi betragter den sidste genstand n =7 i problemet. Betragt de sidste to kolonner i dynamisk program-
merings tabellen, og angiv pa basis af disse den mindste og starste veerdi af p; sa IP-lgsningen er
ugndret. m



Dynamisk programmerings rekursionen (11) fungerer uanset reekkefaglgen af genstandene. Vi kan der-
for pa skift lade hver genstand i veere den sidste genstand i instansen.

Opgave 13 Benyt denne ide til for samtlige j =1,...,7 at finde mindste og sterste verdi af p; saledes
at IP-lgsningen er uzndret. m

Noter

Det kan veere hensigtsmassigt at udvikle nogle sma programmer til f.eks. at lgse knapsack problemet
med dynamisk programmering. Dermed spares mange beregninger, og man undgar at lave regnefejl.
Udskrifter af sddanne programmer ma godt vedlaegges besvarelsen, men besvarelsen skal kunne lases
uden at kigge i programmet.
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Vejledende lgsninger

Svar 1 Genstandene og deres profit-vegt forhold er:

i 1 2 3 4 5 6 7
) 6 5 8 9 6 7 3
Wi 2 3 6 7 5 9 4

pj/w; | 3.0000 1.6667 13333 1.2857 1.2000 0.7778 0.7500

dvs. genstandene er allerede sorteret efter p;/w;. Den gradig algoritme finder s = 3 og dermed den primale
lgsning

X1 | 1.000000
X2 | 1.000000
X3 | 0.666667

den tilhgrende lgsningsvardi er

2P =6+4+5+(9—-5)- =11+5.3333=16.3333

[e2]es]

Svar 2 Den grédige lgsning medtager genstande 1,2, 7. Den tilhgrende lgsningsvardi er z® = py + p2 + p7 =
6+5+3=14m

Svar 3 Primale problem for eksempel 1:

maximize
6 x1+5x2+8x3+9x4+6zxb+7x6+ 3 x7
subject to
2x1 +3x2+6x3+7zx4+5zx5+9x6+4x7<=9 y?
x1 <=1 yi
x2 <=1 y2
x3 <=1 y3
x4 <=1 y4
x5 <=1 y5
x6 <=1 y6
x7 <=1 y7
Duale problem for eksempel 1:
minimize
9y’ +1yl+1y2+1y3+1y4+1y5+1y6+1y7
subject to
2y’ + y1 >= 6
3y’ +  y2 >= 5
6 y’ + y3 >= 8
7y’ + y4 >= 9
5y’ + yb >= 6
9y’ + y6 >= 17
4y’ + y7 >=3



Generelt gzlder primale problem:

n
maximize Z P;j X; (12)
=1
n
subjectto % wjxj <c, (13)
=1
0<x;<1, j=1,...,n (14)
duale problem:
n
minimize ¢y + 'y (15)
=1
subjectto  w;y' +y;>pj, j=1,...,n (16)
yj>0, j=1,...,n (17)
y >0 (18)

Svar 4 Duale lgsning er

y | 1.333333
y1 | 3.333333
y2 | 1.000000

Svar 5 Den duale variabel y’ angiver hvor meget Z-F kan @ges hvis vi forgger ¢ med 1. Dette vil netop svare
til ps/ws

Svar 6 Den duale variabel y; angiver hvor meget 2-P kan gges hvis vi forgger hgjresiden i (6).

Hvis x; < 1 i LP-lgsningen, sd vil Z-7 ikke blive gget uanset hvor meget vi gger hgjresiden i (6), og dermed
yj =0.

Hvis xj = 1 i LP-lgsningen, vil Z-P blive gget med Pj — W;j ps/Ws hver gang vi gger hgjresiden i (6). Intuitivt
set, far vi profitten af genstand j men vi skal fierne w vagtenheder af genstand s fra rygszkken. Altsa er
Yj = Pj —W;Ps/Ws. B

Svar 7 Fglsomheds intervallerne er:

j pi" Pj P
1 | 2.6667 | 6.0000 +o0
2 | 4.0000 | 5.0000 +o0
3| 7.7143 | 8.0000 | 10.0000
4 —o | 9.0000 | 9.3333
5 —w | 6.0000 | 6.6667
6 —w | 7.0000 | 12.0000
7 —o | 3.0000 | 5.3333

Svar 8 Daden duale vardiy’ angiver hvor meget Z-° gges/mindskes ved foragelse/formindskelse af kapacite-
ten c far vi direkte at
U(c+A) =2P+yA



Svar 9 Antag at j < sdvs. pj/wj > ps/Ws. Da kan numerisktegnet hzves og vi far kriteriet

Ps P
—w = > AP
Pj —w;j We =
hvilket kan omskrives til
£ > U(C+Wj) — Pj
her angiver hgjresiden en gvre granseverdi for det fraktionelle knapsack problem hvis vi sztter x ; = 0. Med
andre ord har vi en sedvanlig upper bound test for forgreningen x j = 0. Hvis knuden kan forkastes, er det tilladt
at sette xj = 1.
Antag at j > sdvs. pj/wj < ps/Ws. Da heves numerisktegnet og vi far kriteriet

—pj—i—Wj& >2P £
Ws
hvilket kan omskrives til
2 >U(c—wj)+ pj

her angiver hgjresiden en gvre granseverdi for det fraktionelle knapsack problem hvis vi sztter x ; = 1. Med
andre ord har vi en sedvanlig upper bound test for forgreningen x j = 1. Hvis knuden kan forkastes, er det tilladt
at sztte xj = 0.1

Svar 10 Vi udregner vardierne

|Pj — WjPs/Ws|

~N o U~ WNRP|—
I
=

Vi har endvidere 2-7 — 28 = 163 — 14 = 21. Dermed ses det at x; = 1 og X = 0 i en optimal IP-lgsning.
Endvidere vil x; = 0 i enhver forbedret lgsning, men det er ikke det vi blev spurgt om. m

Svar 11 Den reducerede instans er

jT 2 3 4 5 7
| 5 8 9 6 3
wi| 36 7 5 4

med kapacitetc=9-2=7m

Svar 12 Ladi =7 vare det sidste element. Da x; = 0 i den optimale lgsning, gnsker vi i recursion (11) at det
farste led bliver valgt i max-operatoren:

ﬁM):nwx{h4MLfFﬂd—wo+p& (19)

Dette sker hvis
fi-1(d) < fia(d—wi) + pi
Dai=7,w; =4o0gd=c=9skal der gzlde at
f6(9) < f5(9—4) +pi
hvilket er ensbetydende med p; > fg(9) — f5(9—4)=15-11=4m

Svar 13 Samme metode bruges for alle elementer. m



maximize

6 x1 +5x2+8=x3+9=x4+6zxb+7x6+ 3 x7

subject to
2 x1 +3x2+6=x3+7x4+5zxb+ 9 x6+4x7
x1
x2
x3
x4
x5
x7
end
CPLEX> opt

Tried aggregator 1 time.

LP Presolve eliminated 7 rows and 1 columns.
Reduced LP has 1 rows, 6 columns, and 6 nonzeros.

Presolve time = 0.00 sec.
Iteration log .

Iteration: 1
Iteration: 2

Dual infeasibility
Dual objective

Dual simplex - Optimal: Objective =
Solution time = 0.00 sec.

CPLEX> dis sol var -

Variable Name Solution Value

x1 1.000000
x2 1.000000
x3 0.666667

All other variables in the range 1-7 are zero.

CPLEX> dis sol dua -

Constraint Name Dual Price

cl 1.333333
c2 3.333333
c3 1.000000

A1l other dual prices in the range 1-8 are zero.

CPLEX> dis sen obj 1-7

Variable Name Reduced Cost

x1 Zero
x2 Zero
x3 Zero

Down
2.6667
4.0000
7.7143

<= 9

<=1

<=1

<=1

<=1

<=1

<=1

<=1
0.000000
16.333333

1.6333333333e+01
Iterations = 2 (1)

0BJ Sensitivity Ranges
Current
6.0000
5.0000
8.0000

Up
+infinity
+infinity

10.0000



x4 -0.
x5 -0.
x6 -5.
x7 -2.

CPLEX> dis sen rhs 1-8

Constraint Name

3333
6667
0000
3333

Dual Price

cl 1.3333
c2 3.3333
c3 1.0000
c4 Zero
cb Zero
c6 Zero
c7 Zero
c8 Zero

CPLEX> dis sen 1lb 1-7

Variable Name Reduced
x1
x2
x3
x4 -0.
x5 -0.
x6 -5.
x7 -2.

CPLEX> dis sen ub 1-7

Variable Name Reduced
x1
x2
x3
x4 -0.
x5 -0.
x6 -5.
x7 -2.

Cost
zZero
Zero
Zero
3333
6667
0000
3333

Cost
Zero
Zero
Zero
3333
6667
0000
3333

-infinity
-infinity
-infinity
-infinity

Down
5.0000
Zero
0.3333
0.6667
Zero
Zero
Zero
Zero

Lower Bound Sensitivity

Down
-infinity
-infinity
-infinity

-0.2857
-0.4000
-0.2222
-0.5000

Upper Bound Sensitivity

Down
1.0000
1.0000
0.6667

Zero

Zero

Zero

Zero

10

9.0000
6.0000
7.0000
3.0000

RHS Sensitivity Ranges

Current

9.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

s

Current
Zero
Zero
Zero
Zero
Zero
Zero
Zero

Current
+infinity
+infinity
+infinity
+infinity
+infinity
+infinity
+infinity

9.3333
6.6667
12.0000
5.3333

Up
11.0000
3.0000
2.3333
+infinity
+infinity
+infinity
+infinity
+infinity

Ranges

Up
1.0000
1.0000
0.6667
0.5714
0.8000
0.4444
1.0000

Ranges

Up
+infinity
+infinity
+infinity
+infinity
+infinity
+infinity
+infinity



