Videregaende Algoritmik, DIKU 2006/07
Fredag 8. december
David Pisinger

Resume sidste gang

e Abstrakt problem, konkret instans, afgarlighedsproblem
o Effektiv kodning (pol. relateret til binzer kodning)

e Sprog L : mangden af instanser for et afgarligheds-
problem hvor svaret er 1

e » ={L:L genkendes af en algoritme i polynomiel tid}
e A(? ={L:L verificeres af en polynomieltids algoritme }
o P C NP

o Q er Alr-fuldstaendig hvis og kun hvis
QenN? ogVRENP R <y Q

o CIRCUIT-SAT er A r-fuldstendig

Essentielle spgrgsmal: a2 = » ?

Et problem Q kaldes a/# -fuldstendigt <
1Qewne
2VReNP? R <y Q

P
N NPC
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Seetning

Hvis der findes et A(? -fuldsteendigt problem som er Igseligt
i polynomiel tid, sd er aA(? = 2.

Hvis et problem i a(? ikke kan lgses i polynomiel tid sa
kan ingen a(? -fuldstendige problemer lgses i polynomiel
tid.

Oversigt, idag

Bevise at en rekke problemer er Al -fuldsteendige.
Yderligere eksempler kan findes i Garey and Johnson
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e Beviser ikke (2) fra grunden, men bruger reduktion
e CIRCUIT-SAT har givet os "foden inden dere”
e men CIRCUIT-SAT er for generel

Hjeelpesatning
e Hvis L er et sprog hvor L" <y L for et problem L’ €
ANPC s er L A(P-hardt.
e Hvis endvidere L € A(? s& L € AlPC

Teknik til bevis af L € a(2c
1 Bevisat L € a7 (dvs kan verificeres i poly. tid)
2 Velg et kendt a 2 -fuldstendigt problem L’
3 Beskriv en algoritme f som afbilder L' — L
4 Bevis at f opfylder x € L’ < f(x) € L for alle x €

{01}

5 Bevis at f karer i polynomiel tid.




Opfyldning af logiske formler
En logisk formel opbygges af

e boolske variable: X4, ..., Xn
e boolske operatorer:

NOT

AND

OR

medfarer

hvis og kun hvis

gl <>

e paranteser

Eksempel

Q= ((X2=X2) V(X1 < X3) VXa)) A X2

Opfyldende tildeling af sandhedsverdier:

X1:0,X2:O,X3: 1,X4: 1

Afggrlighedsproblem
SAT = {< @>: @kan opfyldes}
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SAT er a(?-fuldstendig

Bevisets gang
1 Bevis at SAT € AP (dvs kan verificeres i poly. tid)
2 Vealg et kendt A 7 -fuldsteendigt problem L’

3 Beskriv en algoritme f som afbilder CIRCUIT-SAT
— SAT

4 Bevis at f opfylder x € CIRCUIT-SAT < f(x) € SAT
forallex € {0,1}*

5 Bevis at f karer i polynomiel tid.

Naiv algoritme f udtrykker output af gate ved input

o] O O D
Polynomiel algoritme f

e Set boolske variable pa alle ledninger

e Opskriv formel som viser sasmmenhang mellem ind-
gange og udgang for hver gate

SAT er a(?-fuldstendig

X1
X2 )

X6

[ Xg X10
X3 > X4 X7

Tilhgrende formel

®=Xi1o0

A (Xg< —X3)

A (Xs< (X1VX2))

A (X < —Xa)

A (X7 (X1 AX2 AXq))
A (Xg< (Xs5V Xe))

A (Xg< (XeVX7))

A (X210 < (X7 AXgAXg))

3CNF-SAT er a(?-fuldstendig

CNF er Konjunktiv Normal Form
e Konjunktion: aAb
¢ Disjunktion: av b

En formel er p& CNF hvis den er en konjunktion af en
reekke disjunktioner af logiske variable eller disses nega-
tioner.

o literal: variabel x eller negation —x.
e klausul: et OR-udtryk af literaler
e CNF-formel: et AND-udtryk af klausuler

3CNF-formel har preecis 3 forskellige literaler pr. klausul
(bruges ved bevis af CLIQUE)

Eksempel
Q= (X1 VX1V —X2) A (X3 V X2V Xg) A (X1 V —X3V —Xq)
Afggrlighedsproblem
3CNF-SAT = {< @>: @kan opfyldes}
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3CNF-SAT er a?-fuldstendig 3CNF-SAT er a?-fuldstendig

1 Bevis at 3CNF-SAT € a(# Givet instans af SAT

2 Valg et kendt a2 -fuldsteendigt problem SAT ?=((x1= X2) V(X1 4 Xa) VXa)) A X2
3 Beskriv en algoritme f som afbilder SAT + 3CNF- Generer parse-tree "

SAT &
4 Bevis at f opfylder x € SAT < f(x) € 3CNF-SAT for

allex € {0,1}"

5 Bevis at f karer i polynomiel tid.

. . . ; Opskriv &kvivalent AND-udtryk
Reduktions-algoritme f: givet logisk udtryk

e Byqg parse-tre til evaluering — fan-in <2 ¢ i gi)é (Y2 A —%2))
o Indfar nye variable y; til at angive output af hver intern A (Y2 (Y3 VYa))
knude A (Y3 (X1 = X2))
) . A (Ya& Ys)
e Opskriv &kvivalent udtryk ¢ som AND-udtryk A (V5= (Y6 V Xa)
e Hvert AND-udtryk omskrives til CNF A (Yo = (X1 X3))

e Clausuler med for fa literaler suppleres op til 3 BN GA N Gy
Hvis hver klausul ¢f er pd CNF, sa er ¢f pa CNF.

9 10
3CNF-SAT er a?-fuldsteendig 3CNF-SAT er a(?-fuldstendig
Sandhedstabel for @; Clausuler med 2 literaler:
Vi Y2 X | (V1€ (Y2A—X =
L Y2 %o (V1 (5 2)) Ci=(l1Vl)
110 1 erstattes af
10 1 0
é 2 2 (1> Ci=({lhviavp)A(lp ViV —p)
0 10 0 hvor p er en ny variabel.
0 0 1 1
0 0O 1
@, er falsk nar Clausuler med 1 literal:
@ = (YiAY2/AX2) Ci= ()
V (Y1 A =Y2/AX2) erstattes af
V (Y1IA Y2 A =Xp)
V (2y1AY2 A X) Ci=(Lvpva)A(lLvpV-a)A(lLV=pVa)A(lV-pV—q)
De-Morgans lov hvor p,q er nye variable.

@ = (7y1V Y2V Xa)
A (mY1VY2V —Xp)

A (_‘yl VY2V Xz)

A (Y1V Y2V X2)
Nuer @ =@gAGAGA... A, pa CNF
Hver Klausul har hgjst 3 literaler
Alle literaler i klausul er forskellige
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Klike i en graf

En klike i en ikke-orienteret graf G = (V,E) er en del-
mangde V' C V af knuder sdledes at (vi,v;) € E for alle
vi,vj eV’

Afggrlighedsproblem
CLIQUE = {< G,k >: G har en klike af starrelse k}
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CLIQUE er al#-fuldsteendig

1 Bevis at CLIQUE € a(?
2 Valg et kendt a(# -fuldstendigt problem 3CNF-SAT

3 Beskriv en algoritme f som afbilder 3CNF-SAT +—
CLIQUE

4 Bevisat f opfylder x € 3CNF-SAT < f(x) € CLIQUE
for alle x € {0,1}*

5 Bevis at f karer i polynomiel tid.

Reduktions-algoritme f: Givet udtryk pa 3CNF
@=Ci1ACoA...ACk

hver klausul C, har 3 forskellige literaler (13, 15,15).

For eksempel
@= (X1 VX2V —X3) A (X1 VX2V X3) A (X1 V X2V X3)
som kan tilfredsstilles med x; = 0,xo = 0,x3 = 1.
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CLIQUE er a e -fuldsteendig

Motivation

Q= (X1 VX2V —X3) A (—X1 VX2V X3) A (X1 V X2 V X3)

e mindst en literal skal veere sand i hver klausul

e knude repreaesenterer literal: Literal sand < knude veel-
ges i klike

o klike starrelse er k (antal klausuler)

e sikrer at kun en literal fra hver klausul velges ved
ikke at have kanter mellem disse

o graf skal veere konsistent: ej kant mellem x og —x
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CLIQUE er ale-fuldsteendig

Konstruerer graf

e For hver klausul C; = (13 V15V 15) indfer 3 knuder
Vi, V5, V5.

e Indfar en kant mellem vi og v§ hvis

— r#sdvs. If og I er i forskellige klausuler
— If er ikke negation af I (literaler er konsistente).

e k (klike stgrrelse) er antal klausuler.
For det givne eksempel

@= (Xp VX2V —X3) A (—X1 VX2V X3) A (X1 V X2 V X3)
Far vi

Ci=X1V—X2V X3

Co=-X1 VX2V X3

(s F— - X3

Maksimal klike —x5, X3 0g X3. Variable svarende til knuder
som ikke er i kliken kan settes arbitreert i @
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CLIQUE er a#-fuldsteendig

@er en reduktion:

e Antag @ har en tilfredsstillende tildeling.
Sa findes k literaler fra hver sin klausul som alle er
sande. Vealg disse som klike.
— Klike starrelse er korrekt
— Der findes kanter mellem alle par af knuder i kli-
ken

e Antag G har en Kklike af starrelse k.
Set literal til sand, hvis tilhgrende knude er valgt.
Hvis nogle variable ikke defineres pa denne vis, kan
de seettes arbitreert.
— Ingen konflikter opstar (f.eks. x; = 1 0g —x; = 1)
— En literal i hver klausul er sand
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Knudeoverdaekning

En knudeoverdeekning af en ikke orienteretgraf G = (V,E)
er en delmaengde af V/ CV sa

(u,v) eE=ueV'ellerveV’ (eller begge)

Starrelsen af en knudeoverdaekning er k = |V'|.
Knudeoverdakningsproblemet sgger den mindste overdaek-
ning i grafen.

Afggrlighedsproblem

VERTEX-COVER = {< G,k > grafen G har en
knudeoverdaekning af starrelse k}
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VERTEX-COVER er a'?-fuldstendig

1 Bevis at VERTEX-COVER € A(?
2 Velg et kendt a(® -fuldsteendig problem CLIQUE

3 Beskriv en algoritme f som afbilder
CLIQUE — VERTEX-COVER

4 Bevis at f opfylder
x € CLIQUE &
f(x) € VERTEX-COVER for alle x € {0,1}*

5 Bevis at f karer i polynomiel tid.

Reduktions-algoritme f : CLIQUE = VERTEX-COVER
f:<Gk>r—<G,V|—k>
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VERTEX-COVER er a’?-fuldstendig

Reduktion

e Antag at G har klike V' CV med |V'| =k. B
Vil vise at V — V'’ er en knudeoverdekning i G af
starrelse |V | —k

e Antag at G har en knudeoverdakning V' C V hvor
V| =|V|—k.
Vil vise atV —V'er en klike af starrelse |V | — |V'| = k.
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Resume

o Teknik til at bevise at problem P € a(p¢
e CIRCUIT-SAT er a 7 -fuldstaendig

e SAT er a(?-fuldstendig

e 3CNF-SAT er a‘?-fuldsteendig

e CLIQUE er a/#-fuldstendig

e VERTEX-COVER er a?-fuldstendig

Overraskende resultater

o Alle ovenstaende problemer er “polynomielt &kviva-
lente”

e Reduktion kan ggres mellem vidt forskellige proble-
mer

e Siden klassen af a’®-fuldstendige problemer inde-
holder tusinder af problemer, har vi grund til at tro
at en polynomiel algoritme ikke findes for nogen af
dem.
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