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Et flow i G er en funktion f : V x V — R, der opfylder fglgende:

o G=(V,E) er en orienteret og sammenhzangende graf. o Kapacitet: For alle u,v € V, skal f(u,v) < c(u, v).
o Der er pracis en source s og en sink t. @ Skaevsymmetri: For alle u,v € V skal f(u,v) = —f(v,u).
o Alle kanter (u,v) € E har en ikke-negativ kapacitet. @ Flowbevarelse: For alle u € V — {s, t} skal 3 ., f(u,v) =0.
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Maximum flow

Ford-Fulkersons algoritme

1: FORD-FULKERSON(G, s, t)
2: for each edge (u,v) € E[G] do
3. flu,v] <0
4:  flv,u] <0
5: end for
6: while there exists a path p from s to t in the residual network G do
7:  cr(p) — min{ ¢ (u,v) : ((u,v) is in p}

T 8:  for each edge (u,v) € p do
9: flu, v] — flu,v] + c(p)
10: flv,u] — —f[u,v]
o Vardien af et flow er defineret som: |f| =3 | f(s,v) 11:  end for

o Maximum flow: Givet et flownetvaerk. Find et gyldigt flow 12; cnd) clifit

med den stgrste flowveerdi |f].

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu®@diku.dk Maximum flow i netvaerk. Del 2. Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu@diku.dk Maximum flow i netvaerk. Del 2.




Opfriskning

Ford-Fulkersons algoritme
residualnetvaerk

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu@diku.dk

Opfriskning

Ford-Fulkersons algoritme
Eksempel pd Ford-Fulkersons algoritme

Residualnetvaerk

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu®@diku.dk

Opfriskning

Ford-Fulkersons algoritme
Eksempel p& Ford-Fulkersons algoritme

Residualnetvaerk

Flow

Et flow

Maximum flow
Ford-Fulkerson
Eksempel Ford-Fulkerson

Givet et flownetvaerk G = (V, E) og et flow
Residualnetvaerket Gr = (V/, Ef), hvor

Kapaciteten af kanterne er cf(u, v) = c(u,v) — f(u, v)
Er ={(u,v) e VxV:ce(u,v)>0}
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Flownetvaerk
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o cr(u,v) =c(u,v) —f(u,v)

o Er={(u,v) e VxV:cl(uy,

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu@diku.dk

Opfriskning

Ford-Fulkersons algoritme
Eksempel p& Ford-Fulkersons algoritme

Residualnetvaerk

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu@diku.dk

Opfriskning

Ford-Fulkersons algoritme
Eksempel p& Ford-Fulkersons algoritme

Residualnetvaerk

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu@diku.dk

Residualnetvaerk

v) >0}

Maximum flow i netvaerk. Del 2.

Flownetvaerk
Et flow
Maximum flow
Ford-Fulkerson
Eksempel Ford-Fulkerson

1114

Flownetvaerk

Maximum flow i netvaerk. Del 2.

Flownetvaerk

Et flow

Maximum flow
Ford-Fulkerson
Eksempel Ford-Fulkerson

1 14

Flownetvaerk

Maximum flow i netvaerk. Del 2.



Opfriskning

imum flow
-Fulkerson
Eksempel Ford-Fulkerson

Ford-Fulkersons algoritme

Theorem 1

Edmonds-Karps algoritme pae

Edmonds-Karps algoritme

Eksempel pa Ford-Fulkersons algoritme

11 14

Residualnetvaerk Flownetvaerk

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu@diku.dk Maximum flow i netvark. Del 2.

Theorem 1

Edmonds-Karps algoritme qiEmy

Edmonds-Karps algoritme: Vejen i residualnetvaerket findes ved
bredde-fgrst sggning. Resten som i Ford-Fulkersons algoritme.

Kgretider:
o Ford-Fulkerson: O(E|f*|)
o Edmonds-Karp: O(VE?)

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu@diku.dk Maximum flow i netvaerk. Del 2.

Theorem 1

Edmonds-Karps algoritme D e

Hvis Edmonds-Karps algoritme kpres p& et flownetvaerk G = (V/, E)
med source s og sink t, s& gaelder, for alle knuder v € V — {s, t},
at den korteste vej §(s, v) i residualnetvaerket Gy forgges monotont
ved hver flowforggelse.
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Theorem 1

Edmonds-Karps algoritme T

Bevis. (fortsat)

or(s,u) = dp(s,v)—1 (2)
Sp(s,u) > Op(s,u) (3)

Det gaelder at:
(u,v) ¢ E¢

Antag at (u,v) € Ef

o¢(s, v) 0¢(s,u) + 1 (trekantsulighed)
o (s,u) +1 pga. (3)

= dp(s,v) pga. (2)

IN A
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@ Antag at der findes en knude v € V — {s, t}, hvor flowforggelsen
reducerer (s, v), dvs.

Se(sv) <dr(sv) (1)
@ Lad p = s~ u — v vaere den korteste vej fra s til v i Gf.. Antag at

v er den fgrste knude pad p, hvor (1) gaelder. Vi har derfor:

Sp(s,u) = dp(s,v)—1 (2)
5¢(s, u) Se(s,u) (3)

\%
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Theorem 1

Edmonds-Karps algoritme Ty

Bevis. (fortsat)
@ Vi har (u,v) ¢ Ef og (u,v) € Epr.
@ Spgrgsmal: Hvorfor oprettes kant (u,v) i residualnetvaerket?

@ Svar: Der har varet en flowforggelse fra v til u

Edmonds-Karps algoritme forgger altid flowet gennem en korteste vej. S&:

Of(s,v) = Of(s,u)—1
op/(s,u) =1 pga. (3)
= dp(s,v) -2 pga (2)

Dette er i modstrid med antagelsen:

IA

Of1(s,v) < O(s,v) O
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Theorem 1
Theorem 2

Theorem 1

Edmonds-Karps algoritme e

Edmonds-Karps algoritme

evis (fortsat

o Det vises nu at en kant kan blive kritisk hgjst O(V) gange.
Antallet af flowforggelser i Edmonds-Karp algoritme er O(VE). o Na&r en kant (u,v) er kritisk fgrste gang gelder:

o(s,v) =dr(s,u) +1 (1)
En kant (u,v) i residualnetveerket er kritisk pa en vej p, hvis

cr(p) = cr(u, v). o Herefter forsvinder den fra residualnetvaerket. Den bliver fgrst
Der er altid mindst 1 kritisk kant. indsat igen hvis flowet (f') langs (v,u) forgges. Da gelder:

Efter en flowforggelse forsvinder de(n) kritiske kant(er) fra
residualnetvaerket.

o Det vises nu at en kant kan blive kritisk hgjst O(V) gange. op(s,u) = dp(s,v)+1
d¢(s,v) +1 (Her bruges thm 1.)

0r(s,u) +2 pga. (1)

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu@diku.dk Maximum flow i netvaerk. Del 2. Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu@diku.dk Maximum flow i netvaerk. Del 2.

\

num matching
Theorem 1 Maximum matching som maximum flow problem

Edmonds-Karps algoritme Theorem 2

Maximum bipartite matching

Todelt graf

En graf G = (V, E) er todelt, hvis knuderne kan inddeles i to dele
Of:(s, u) = 0¢(s, u) + 2 V = LU R og alle kanter i E gér mellem L og R.

Bevis (fortsat)

o Den korteste vej fra s til u forgges altsd med mindst 2 hver gang
(u,v) bliver kritisk.

@ Den korteste vej fra s til u kan hgjst besgge V' knuder.
S& (u,v) kan blive kritisk hgjst O(V) gange.

I hver flowforggelse bliver altid mindst 1 kant kritisk, s antallet er
flowforggelser er O(EV) [.

@ Huver iteration af Edmonds-Karps algoritme tager O(E) tid. S&
kgretiden er: O(VE?)
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num matching

um mat som maximum flow problem um matching som maximum flow problem

flow

Maximum bipartite matching

Maximum bipartite matching

Maximum matching i en todelt graf

Ford-Fulkerson

En matching er en delmangde af kanter M C E, hvor hver knude Man kan bruge Ford-Fulkersons algoritme to at finde en maximum
v € V hgjst er forbundet til 1 kant i M. En maximum matching matching
er en matching med flest kanter.

L R

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu®@diku.dk Maximum flow i netvaerk. Del 2. Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu@diku.dk Maximum flow i netvaerk. Del 2.




Todelt graf
Maximum matching
Maximum matching som maximum flow problem

Maximum bipartite matching Ei‘l’:‘;llig\ .
Kgretiden

um matching
um matching som maximum flow problem

Maximum bipartite matching

elt graf til flownetvaerk

Lad G = (V, E) vare en ikke-orienteret todelt graf, og lad G’ = (V', E) vaere
det tilsvarende flownetvaerk.
V' = VUu{st}
E' = {(s,u):uel}
U{(u,v):u€L,veR, og(uv)eE}
U{(v,t): v € R}
c(u,v) = 1 (u,v)€E
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Todelt graf

som maximum flow problem
Maximum bipartite matching

Kgretiden

Antallet af kanter

E er kanterne i den todelte graf. E’ er kanterne i det nye flownetvaerk.

|E[ = [VI/2

|ET = |E|+]|V]
|E| < |E'] <3|E|
|E'] = ©(F)
L R
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Todelt graf
Maximum matching
um matching som maximum flow problem
Maximum bipartite matching Heltalligt flow
Kgretiden

Lemma 26.10

o Lad G=(V,E) vaere en todelt graf med V = L UR og lad
G’ = (V', E') vaere det tilsvarende flownetvaerk.

o Hvis M er en matching i G, s8 findes der et heltalligt flow f i
G’ med veerdien |f| = |[M|.

o Huvis f er et heltalligt flow i G, s§ findes der en matching M i
G med M| = |f].
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om maximum flow problem

Maximum bipartite matching

Lemma 26.10, del 1

@ Hvis M er en matching i G s& findes der et heltalligt flow f i G' med
|f] = [M].

@ Hvis (u,v) € M sa lad f(s,u) = f(u,v) = f(v,t) =1,
@ lad f(u,s) = f(v,u) = f(t,v) = -1,

@ lad f(u,v) = 0 for alle andre kanter.
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som maximum flow problem

Maximum bipartite matching

Lemma 26.10, del 1

@ Hvis M er en matching i G s& findes der et heltalligt flow f i G* med
[f] = [M].

Bevis (fortsat)

@ f overholder kapacitet, skaevsymmetri og flowbevarelse.
@ Flowet over snittet (LU {s}, RU {t}) er [M|.

@ Ifglge lemma (26.5) har flowet over snittet samme vaerdi som flowet i
netvaerket. S3 |f| = [M|.
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Lemma 26.10

o Huvis f er et heltalligt flow i G', s3 findes der en matching M i
G med |M| = |f|.
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graf
um matching
um matching som maximum flow problem

som maximum flow problem

Maximum bipartite matching 7 Maximum bipartite matching

Bevis
Helrallige flow
Kgretiden

Lemma 26.10, del 2

@ Huis f er et heltalligt flow i G’, s& findes der en matching M i G med
[M] = [f].

o Hvis M er en matching i G s3 findes der et heltalligt flow f i G’

med [f| = [M].
@ Lad M ={(u,v):u€L,veR, ogf(uv)>0. @ Hvis f er et heltalligt flow i G', s& findes der en matching M i
@ M er en matching pga. flowbevarelse og heltallig flow. G med |M| = ‘f|

o M| =f(L,R)=f(LUs,RUt) = |f]|

@ Kan vi altid veere sikre p& at Ford-Fulkerson returnerer et
heltalligt flow, ndr kapaciterne er heltallige?

o Ja. Qvelse 26.3-2. (induktionsbevis).
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Todelt graf a
Maximum matchi \ um matching
Y m maximum flow problem ) um matching som maximum flow problem

Maximum bipartite matching Heltaligt flow Maximum bipartite matching - ligt flow

Kgretiden Kare!

Korollar

Kardinaliteten af en maximum matching M i en todelt graf G er
veerdien af et maximum flow f i det tilsvarende flownetveerk G'.

o En matching har hgjst min(|L|, |R|) = O(V) kanter

o Vardien af et masimum flow  G'er derfor

o Antag at M er en maximum matching i G og det tilsvarende |£*] = [M*| = O(V)
flow f i G ikke er maximum flow. o Kgretiden for Ford-Fulkerson er O(E’|f*|)
o Kald maximum flow i G’ f* (|| > |f]) o Kgretiden for at finde maximum matching med Ford-Fulkerson
o f' svarer til en matching M" i G hvor |M'| = |f'| er O(VE), da |E'| = ©(E)
e S3 |M'| > M| (modstrid) O
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Push relabel algoritme Push relabel algoritme
Beviser (intuition)

Push relabel algoritme

@ Overholder kapacitet og skaevsymmetri men ikke ngdvendigvis
flowbevarelse.
o Hurtigste algoritme b3de teoretisk og i praksis
o Push relabel O(V2E). TRV =R
. . f(V,u)>0
e Edmonds-Karps algoritme O(VE?)
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Preflow
Hpgjdefunktion
Push operation

: Relabel operation

¥ Algoritmen
Push relabel algoritme Eksempel
r (intuition)

Push relabel algoritme

Begreber Hgjden af en knude

h:V — N er en hgjdefunktion hvis:
@ h(s) = |V|
@ h(t) =0

Flowoverskud (excess flow)

e(u) = f(V,u)

En knude flyder over hvis e(u) > 0.
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Preflow Preflow
Hgjdefunktion Hgjdefunktion
Push operation Push operation
Relabel operation v Relabel operation
Algoritmen Alg

Eksempel Push relabel algoritme

Beviser (intuition)

Push relabel algoritme

Hgjden af en knude
h:V — N er en hgjdefunktion hvis:

Push operation

@ Kan anvendes p& kanter (u,v) € Ef, hvor u flyder over, og hvor
® h(s) = V] h(u) = h(v) + 1.

@ h(t)=0 @ push(u,v) skubber/forgger flowet fra u til v med min(e(u), ¢f(u, v)).

@ h(u) < h(v) +1 for alle kanter (u,v) € Ef

AT SN
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[OE*IEN
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Relabel operati .

T t g Algoritmen g

Push relabel algoritme ksempe Push relabel algoritme
Beviser (intuition)

Relabel operation

@ Kan anvendes p& knuder u der flyder over, og hvis h[u] < h[v] for alle
(u,v) € Ef.

@ Relabel forgger hgjden af u.
@ h[u] < 1+ min{h[v]: (u,v) € Ef}

Push operation

@ Kan anvendes p3 kanter (u,v) € E¢ der flyder over, og hvor
h(u) = h(v) + 1.
@ push(u,v) skubber/forgger flowet fra u til v med min(e(u), cr(u, v)).

Push pseudokode

1: df(u,v) < min(e[u], cr(u, v)) 6

©
2 f(u,v) — flu,v] + df(u, v) 5 (1)
: flv,u] — —flu,v] 4
: e[u] — e[u] — df(u,v) 3
e[v] < e[v] + d¢(u,v) ) ) e
g ©
‘ t
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Preflow
gidefunktion
g Push operation
g Relabel operation

Y ¢ Algoritmen
Push relabel algoritme Eksempel
Beviser (intuition)

Initialisering pseudokode

1: for each vertex u € V[G] do
hlu] — 0

3: elul —0
4: end for

5: for each edge (u,v) € E[G] do
6:  flu,v] <0
7
8
9

by

flv,u] <0
: end for
his] — |V[G]|
10: for each vertex u € Adj[s] do
11:  f[s, u] < c(s,u)
12:  flu,s] < —c(s,u)
13:  efu] — c(s,u)
14:  e[s] < e[s] — c(s, u)
15: end for
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Preflow
Hgjdefunktion
Push operation
Relabel operation
T t Algoritme
Push relabel algoritme Eksempel
Beviser (intuition)

Eksempel

: ® 60

Flownetvaerk Residualnetveaerk + hgjde

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu®@diku.dk Maximum flow i netvaerk. Del 2.

Relabel opera
Algoritmen

Push relabel algoritme Eksempel
Beviser (intuition)

Eksempel

8
16

16 &
‘ ® .
2
13 3 £ 1
0

Flownetvaerk Residualnetveerk + hgjde

Martin Paluszewski Ph.D. studerende palu@diku.dk Maximum flow i netvaerk. Del 2.

Preflow
Hpgjdefunktion
Push operation
: Relabel operation
Algoritmen
Push relabel algoritme Eksempel
r (intuition)

Push relabel pseudokode

1: INITIALIZE

2: while there exists an applicable push or relabel operation do
3:  Select an applicable push or relabel operation and perform it
4: end while
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Preflow

B
Push relabel algoritme Eksempel
er (intuition)

Eksempel

13

° @

18

8
Flownetvaerk Residualnetvaerk + hgjde
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T Relabel opera
g Algoritmen

Push relabel algoritme Eksempel

Beviser (intuition)

Eksempel

Flownetvaerk Residualnetvaerk + hgjde
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Preflow Preflow
gjdefunktion Hpjdefunktion
g S ] Push operation
g label operation ' Relabel operation
itmen Algoritmen

Push relabel algoritme Eksempel Push relabel algoritme Eksempel
Beviser (intuition) Be r (intuition)

Eksempel Eksempel

4 4
3 3
6 6

2 13 2 13

1 1 18

0 4 o 4

@ e
8

Flownetvaerk Residualnetvaerk + hgjde Flownetvaerk Residualnetvaerk + hgjde
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Preflow Preflow
Hgjdefunktion
Push operation
Relabel operation .
T t Algoritme [-{
Push relabel algoritme Eksempel Push relabel algoritme Eksempel
Beviser (intuition) er (intuition)

Eksempel Eksempel

Flownetvaerk Residualnetveaerk + hgjde Flownetvaerk Residualnetveaerk + hgjde
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Relabel opera !
T t g Algoritmen
Push relabel algoritme Eksempel
Beviser (intuition)

Push relabel algoritme
Beviser (intuition)

Eksempel Ikke pensum

Spgrgsmal

o Vil algoritmen terminere?
o Hvad er kgretiden?

o Har vi et maximum flow n&r/hvis algoritmen terminerer?

Flownetvaerk Residualnetveerk + hgjde
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Preflow

Push relabel algoritme mpel Push relabel algoritme el
Beviser (intuition)

Ikke pensum Ikke pensum

Lemma 26.18

Lad G = (V, E) vaere et flownetvaerk med source s og sink t. Lad f vaere et
preflow i G, og lad h vaere en hgjdefunktion af V. S& er der ingen vej fra s til t i
residualnetvaerket Gy.

Lemma 26.18 ”
Lad G = (V, E) vaere et flownetvaerk med source s og sink t. Lad f
veere et preflow i G, og lad h veere en hgjdefunktion af V. S& er der @ Antag at der er en simpel vej p =< vo,va,--- , vk > fra s til t i Gy, hvor

Vo =s0g v, =1t.58 k<|V|

@ Da h er en hgjdefunktion geelder h(v;) < h(viy1) + 1 for
i=0,1,- k-1

@ Dette giver h(s) < h(t) + k
@ Men h(t) =0, s8 h(s) < k <|V|
@ Dette er i modstrid med kravet om at h(s) = |V/|

ingen vej fra s til t i residualnetvaerket Gy.

A\,
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Push relabel algoritme mp
Beviser (intuition)

Ikke pensum

Theorem 26.19 (korrekthedsbevis)

Hvis PUSH-RELABEL terminerer p& G = (V/, E) s3 er preflowet f et maximum
flow i G.

f er et preflow efter initialisering.

f er et preflow efter hver push og relabel operation.

Na&r algoritmen terminerer flyder ingen knuder over. (lemma 26.15).
Sa f er et flow.

Ifglge lemma (26.18) er der ingen vej fra s til ti Gr.

S3 ifglge max-flow min-cut thm. 26.7 er flowet f et maximum flow.
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