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Bisection problemet

Givet en uveegtet graf G = (V, E) samt et heltal k. En bisection af grafen G er en opdeling af knuderne
iV ito lige store mangder Sog T. MAX-BISECTION afgerlighedsproblemet er givet ved

MAX—BISECTION(V,E,k):{ <V,E,k> : der findes en bisection af G = (V,E) }

hvor k eller flere kanter krydser snittet.
Tilsvarende er MIN-BISECTION problemet givet ved

/ !/ . H - . o
MIN-BISECTION (V',E',K) = { <V',E’,K' > : derfindes en bisection af G = (V,E) }

hvor K’ eller farre kanter krydser snittet.

En instans af MAX-BISECTION kan omskrives til en instans af MIN-BISECTION. Lad i det
folgende E betegne komplementermangden af E defineret som (i, j) € E < (i, j) € E.

Q 11: Hvilken transformation af MAX-BISECTION til MIN-BISECTION er korrekt

11A) V/:=V,E':=Eogk :=2k. 11D) V':=V,E":=Eogk =2k—|V|.
11B) V':=V,E':=Eogk :=|V|]2—2k 11E) V':=V,E’:=Eogk :=(|V|/2)? -k
11C) V’':=V,E':=Eogk :=|V|—k 11F) V’':=V,E' :=Eogk =2k

Q 12: Hvilket af falgende udsagn gelder med sikkerhed

12A) MAX-BISECTION <, MIN-BISECTION og MIN-BISECTION £, MAX-BISECTION
12B) MAX-BISECTION £, MIN-BISECTION og MIN-BISECTION <, MAX-BISECTION
12C) MAX-BISECTION <, MIN-BISECTION og MIN-BISECTION <, MAX-BISECTION
12D) MAX-BISECTION £, MIN-BISECTION og MIN-BISECTION £, MAX-BISECTION
12E) MAX-BISECTION € #
12F) MIN-BISECTION € 7

Her betyder P £, Q at der helt sikkert ikke findes en polynomiel reduktion af P til Q. m

Bisection som optimeringsproblem

MIN-BISECTION(V',E’ k') kan formuleres som et minimeringsproblem BISECTION-OPT givet
pa formen:

n n
minimize &% (1—xj)
n
subject to Xj =n/2 1)
&
xj€4{0,1}, j=1,...,n

hvor n = |V’|. Konstanterne e; = 1 hvis kanten (i, j) € E’, mens &; = 0 hvis kanten (i, j) ¢ E’.
Beslutningsvariablene kan fortolkes ved sammenhangen Xj =1 j€Sogxj =0« j€T.



Ved Lagrange-relaxering af begreensningen i (1) fremkommer fglgende problem

n

n

n
minimize ajX(l—xj)+A Xj—n/2
P
xj €{0,1},

Q 13: Hvad er den stagrste maengde af vardier af A hvor (2) en relaxering af (1)?

13A) AeN,A>0
138) A€RA>0
13C) A€R,A<0
| ]

Betragt falgende instans af minimeringsproblemet BISECTION-OPT, medn=5

J:

i=1,...,n.

13D) AeN,A<0
13E) AeR,A#£0
13F) AeR

i1 2 3 4 5
110 1 0 1 1
211 0 1 1 0
3]0 1 0 1 1
411 1 1 0 O
5/1 0 1 0 O
Q 14: Hvad er lgsningsveerdien z af det relaxerede problem (2) for A = 0?
14A) z=0 14D) z=6
14B) z=2 14E) z=38
14C) z=4 14F) z=10
[ ]

Kvadratisk 0-1 optimering

Det kvadratiske 0-1 optimeringsproblem QP er givet ved

maximize %Z‘dijmxj
ieN je

subjectto  x; € {0,1}, jeN

defineret pA maengden N = {1,...,n}, og med d;; € R for i, j € N.
En instans af QP overholder falgende kriterier:

o djcR{ forallei,jeN,i#]

e dijecRforalleieN

()

Endvidere er matricen (dij) symmetrisk (jf. Projektopgave 3). For at lgse instansen transformeres den
til en instans af MAXIMUM-FLOW ved at seette V =NU{s,t} og E = {s} x N U Nx N U N x {t}.

Kapaciteten af kanterne szttes til:

Cs = max{0,y jendij },

Gj = dij,
Gi =0,

ieN
L] ENI#]
ieN

Git = max{0,— ¥ jenGij} 1€N

Herved fremkommer falgende netvaerk, som vi betegner a(:



Q 15: Hvad er den tilhgrende instans (d;j) af QP?

71 2 3 4 5 7] 1 2 3 4 5
12 2 1 1 2 1[-14 2 1 1 2
202 -11 4 2 1 20 2 71 4 2 1
BA 1311 4 9 1 3 B0 13| 1 4 9 1 3
411 2 1 -8 1 41 1 2 1 2 1
5(2 1 3 1 -9 5/ 2 1 3 1 -5
71 2 3 4 5 i']1 2 3 45
110 2 1 1 2 118 2 1 1 2
212 0 4 2 1 212 2 4 2 1
BB) | 311 4 0 1 3 BE) 1301 401 3
411 2 1 0 1 411 2 1 31
5(2 1 3 10 5/ 2 1 3 1 2
71 2 3 4 5 71 2 3 4 5
118 2 1 1 2 118 2 1 1 2
202 2 4 2 1 202 2 4 2 1
B 13l1 40 1 3 B 131 4 01 3
411 2 1 3 1 411 2 1 3 1
5/2 1 3 1 -2 5/2 1 3 1 2

Q 16: Find et minimalt snit (S T) i netveerket A¢ . Hvad er kapaciteten af dette snit?

16A) c(ST)=4 16D) c(ST)=7
16B) c(ST)=5 16E) c(ST)=8
16C) c(ST)=6 16F) c¢(ST)=9
| |

Q 17: Hvad er den optimale lgsningsvaerdi z af den tilhgrende QP-instans?

17A) z=1 17D) z=4
17B) z=2 17E) z=5
17C) z=3 17F) z=6
| |



Q 18: Kapaciteten af kanten (s,1) i netveerket A’ settes nu til verdien cg = B, saledes at vi far
falgende netveerk:

For hvilke veerdier af  vil den optimale lgsning (X1,X2,X3,X4,Xs) til den tilhgrende QP instans
veere den samme som i spgrgsmal Q177

18A) B<0 18D) B>0

18B) B<3 18E) B>3

18C) PB<6 18F) B>6
|

Approximationsalgoritmer

Q 19: Givet en uveegtet graf G = (V,E), sparger MAX-CUT optimeringsproblemet om at finde en
opdeling af V i Sog T =V \ Ssom maksimerer antallet af kanter som krydser snittet. Afgarligheds-
problemet vides at veere A’ 2 -fuldstendigt.

APPROX-MAX-CUT(V,E)

S0

TV

while 3v € V sa flytning af v, enten fra Stil T eller fra T til S gger snittets veerdi do flyt v
return (ST)

Bevis at APPROX-MAX-CUT er en polynomieltids 2-approximationsalgoritme ved at svare pa fal-
gende spargsmal. Det antages at algoritmen har faet grafen G = (V, E) som inddata og at den returnerer
snittet (ST).

a) Argumenter at APPROX-MAX-CUT Kkarer i polynomiel tid.

b) For et vilkarligt v € V, lad ES vaere mangden af kanter incidente med v som indgar i snittet
(ST), og lad E[! vere mangden af kanter incidente som ikke indgar i snittet. Hvorledes forhol-

der ES sig til EJ?
c) Angiv en nedre graense for antal kanter i snittet (S T) udtrykt ved |E|.

d) Fuldfar beviset for at APPROX-MAX-CUT er en polynomieltids 2-approximationsalgoritme
for MAX-CUT optimeringsproblemet.



Talteori og kryptografi
Q 20:

a) Brug EXTENDED-EUCLID til at finde d = gcd(a,b) = ax+ by for a= 29 og b = 48. Vis
alle mellemregninger f.eks. ved brug af en tabel.

b) Alice og Bob bruger RSA kryptosystemet nar de kommunikerer med hinanden. Alices offentlige
nggle er (e,n) = (29,65). Bob bruger denne nggle til at sende hende en kodet besked C(M) = 4.
Faktoriser n = 65 og brug dette til at finde den originale besked M.



Vejledende svar

S 11 Denrigtige transformation er at sette: V' :=V, E' := E og k' := (|V|/2)? — k. Med denne transformation
vil vi vise at MAX-BISECTION(V, E,k) = 1 hvis og kun hvis MIN-BISECTION(V',E’ K) = 1.
Antag for en graf G = (V,E) at MAX-BISECTION(V, E,Kk) =1, dvs. der findes et snit (S, T) hvor mindst
k kanter krydser snittet. Da |S| = |T| = |V|/2 vil der i en komplet graf vare (|V|/2) 2 kanter over snittet. Hvis
vi benytter samme snit (S, T) galder for komplementzrgrafen at der hgjst er (|V|/2) 2 — k kanter over snittet.
Den modsatte implikation vises tilsvarende. Sa det rigtige svar er 11E). m

S 12 Fraforrige svar ses let at MAX-BISECTION <, MIN-BISECTION samt at MIN-BISECTION <
MAX-BISECTION Det rigtige svar er 12C). m

S 13 Der er tale om en relaxering for alle A € R. For at indse dette ses at objektfunktion og lgsningsmangde
for det originale problem er

n n

f(x):_Zzlajxi(l—xj) S:{(xl,...,xn)e{o,l}”
i=1j=

jilxj' =n/2 }

Det Lagrange relaxerede problem har objektfunktion og lgsningsmangde

n n

gx) = i;glani(l—Xj)—F)\ <§1xj —n/2> T= {(xl,...,xn) € {0,1}”}

Det ses let at g(x) = f(x) nar x € Sidet det sidste led i g(x) bliver nul for alle verdier af A € R. Samtidig gzlder
der oplagt at SC T. Sa 13F) er korrekt. m

S 14 Ved Lagrange relaxering med A = 0 fas problemet
n n n
minimize —8jXXj+ ) X (3)
22T,
xj€{0,1}, j=1,...,n

Der kan omskrives til et maksimeringsproblem

n n n
maximize &jXXj— ) X 4)
PN
xj€{0,1}, j=1,...,n

Dette er et kvadratisk 0-1 optimeringsproblem QP givet ved matricen

i1 2 3 4 5
111 1 0 1 1
211 -1 1 1 O
310 1 -1 1 1
4101 1 1 -1 O
5(1 0 1 0 -1

Den optimale Igsning til dette problem er at valge alle x j = 1.

Dette kunne vi ogsé have indset ved at betragte det originale problem (2), som oplagt antager sit minimum
hvis alle knuder er i samme mangde, dvs. f.eks. x; =1 foralle j.

Sa det rigtige svar er 14.A). m



S 15 Den rigtige instans er

il |1 2 3 4 5
1|2 2 1 1 2
212 -11 4 2 1
311 4 9 1 3
411 2 1 -8 1
512 1 3 1 -9

8§ -2 0 -3 -2

hvor summen af hver sgjle er angivet i nederste rekke. Det rigtige svar er 15.A). m

S 16 Det minimale snit er markeret pé figuren:

Kapaciteten af snittet er ¢(S T) = 6. Sa det rigtige svar er 16.C). m

S 17 Fra max-flow-min-cut sztningen vides at den maksimale strgmning i netverk a¢ har vardien |f *| =
c(ST)=6.

Fra projektopgave 3 vides at den optimale lgsning til QP har lgsningsverdi z* = ¥y Cs — | f*| = (8+ 0+
0+0+0)—6=2. Detrigtige svar er 17B). ®

S 18 Fra figuren i svar S16 ses at det minimale snit er S= {s,1} og T = {t,2,3,4,5}. Fra projektopgave 3
erindres at den optimale lgsning til QP problemet findes som x = 1 hvis og kun hvis j € S Sa lenge B > c¢(S,T)
er snittet uzndret. Sa det rigtige svar er 18.F). m

S 19 De enkelte spgrgsmal besvares som:

a) | hver iteration gges objektfunktionen (snittets vardi) med mindst 1. Objektfunktionen kan ikke blive
stgrre end |E|, s& vi udferer hgjst O(E) iterationer som hver tager hgjst O(V2) tid. Dermed er det vist at
APPROX-MAX-CUT kerer i O(V2E) tid.

b) For et vilkarligt v € V ma der galde at |ES| > |E]| nar algoritmen terminerer idet vi ellers ville have
flyttet knuden til den modsatte mangde.

c) Ved at summere resultatet fra forrige delspargsmal for alle knuder v, ma der gzlde at antal kanter E ©
over snittet er starre end antal gvrige kanter E". Da |[E®| + |E"| = |E| md der gzlde at |E ¢| > |E|/2.

d) En optimal Igsning C* er opadtil begrenset af |E|. Approximationsalgoritmen finder en lgsning C* som
mindst er |E|/2. Dermed har vi C* /Ca < 2 =p.

Dermed er det vistat APPROX-MAX-CUT er en polynomieltids 2-approximationsalgoritme for MAX-CUT.
[ |



S20
a) Vifinderd =gcd(a,b) = ax+bysom1=29-5+48-(-3).

a b |a/b d x vy
29 48 0 1 5 -3
48 29 1 1 -3 -5
29 19 1 1 2 -3
19 10 1 1 -1 2
10 9 1 1 1 -1

9 1 9 1 0 1

1 0 -1 1 0

Dermed ser vi 0ogsd at den multiplikativt inverse af 29 i gruppen Zjg er 5.

b) Alice har offentlig nagle (e,n) = (29,65).
Dan=>5-13finder vig(n) = (5—1)(13—-1)=48.
Den multiplikativt inverse af e modulo @(n) er d =5, som vist i opgave a).
Den inverse transformation er M = C(M)% mod n = 4° mod n = 1024 mod 65 = 49



