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Dette er den fgrste af to projektopgaver pa kurset Videregaende Algoritmik,
blok 2, 2006/07. Opgaven skal lgses i grupper pa 2 eller 3 personer. Hvis en stu-
derende gnsker at arbejde alene, forudsetter dette en forhandsgodkendelse fra en
instruktor.

Opgaven stilles fredag den 24. november 2006, og skal afleveres i Informatio-
nen (brevbakke pa skranken) i 2 eksemplarer inden tirsdag den 5. december 2006
kl. 10.30. Husk at udfylde forsiden inden aflevering.

Besvarelsen skal godkendes for at gruppens medlemmer kan indstille sig til
den skriftlige eksamen eller senere reeksaminationer. Der er ikke mulighed for
genaflevering af en ikke godkendt besvarelse.

Opgave 1: b-stremning

Der er givet en orienteret graf G = (V, E). For en knude v € V lader vi 6T (v)
betegne alle udgéende kanter fra v, og §~ (v) betegne alle indgaende kanter til v.
For hver kant e € E har vi en kapacitet c. > 0, og for hver knude v € V et sakaldt
demand b,, som er et vilkarligt tal; der geelder dog at )y b, = 0.

Vi gnsker nu at finde en b-strgmning (eller b-flow), som er en tildeling af ikke-
negative tal x. til hver kant e € F, saledes at

IN

Te Ce, Ve € E
Z Te — Z Te bv,\V/UEV

e€d—(v) ecédt(v)

Bemerk at vi her benytter sakaldte positive strgmninger, hvor der i kapitel 26 i
CLRS [1] ogsa tillades negative strgmninger langs en kant. Desuden fglger det af
ovenstaende, at hvis b, > 0 for en knude v, skal strgmningen ind i knuden v vere
pracis b, stgrre end strgmningen ud af knuden (og vice-versa hvis b, < 0).
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Figur 1: Graf med kapaciteter og demands (f.eks. ¢y, ,,) = 2 0g by, = 5).

a) Giv et eksempel pa en graf med kapaciteter og demands, hvor der ikke findes
nogen b-strgmning.

b) Vi kan afggre om der findes en b-strgmning i en graf G (samt finde denne
strgmning) ved at lpse et maximum-flow problem pa en graf G, der er ud-
videt i forhold til G. Argumenter detaljeret for hvordan dette kan ggres, og
angiv kgretiden af din algoritme.

¢) Find en b-strgmning ved anvendelse af din algoritme pa grafen i figur 1. Tegn
den udvidede graf og en maksimal strgmning i denne graf.

Opgave 2: Minimum-cost flow problemet

I minimum-cost flow (MCF) problemet har vi en graf G med kapaciteter og de-
mands som i Opgave 1, og desuden har vi en veegt a. for hver kant e € E, som kan
vere et vilkarligt tal. Vi gnsker nu af finde en b-strgmning i G med minimal total
omkostning, hvor omkostningen af en kant e € F med strgmning x. er axe.



En LP-model for MCF problemet er fglgende:

minimize Z AeTe
eclE
subject to Te < C,VeeEE
Z Lo — Z Te = by, VVEV
e€od—(v) ecdt(v)

xe > 0,Vee FE

a) Opskriv LP-formuleringen for problemet i figur 1, hvor vegtene er givet som
fgzjlger: a(vlw) =1, CL(U27U5) = 2, CL(U?”UI) = 3, a(U3,’U2) = 4, a(US,U4) = b,
Ulvgo1) = b vgvs) = 4 Qosp3) = D

b) Angiv en simpel made hvorpa man kan Igse et vilkarligt maximum-flow pro-

blem ved anvendelse af en algoritme til minimum-cost flow problemet. Ar-
gumenter detaljeret for korrektheden af transformationen.

Opgave 3: Dualitet i MCF problemet

Formalet med denne delopgave er detaljeret at vise, at det duale problem til LP-
formuleringen for MCF er fglgende:

maximize E byyy — g CeZe

veV eck
subject to — Yu + Yo — Ze ae, Ve = (u,v) € E

<
> 0, YVee F

Ze
Bemerk at de duale variable ¥, i formuleringen godt kan vaere negative.

a) Opskriv den primale LP formulering for MCF problemet i standard form.
Kald denne formulering for LP1.

b) Opskriv det duale problem til LP1. Kald denne formulering for DP1.

¢) Argumenter detaljeret for, at DP1 er ®kvivalent med formuleringen af det
duale problem, som er angivet ovenfor.



Opgave 4: Reducerede omkostninger

For en given lovlig dual Igsning (y, z), definerer vi den reducerede omkostning for
en kant e = (u,v) € E som

Ae = Qe + Yu — Yo

a) Antag at vi kun kender y-vektoren for en given dual Igsning (y, z). Vis at vi
kan tillade os at s@tte z. = max(0, —a.). (Hint: Vis at dette valg er lovligt
og giver den bedst mulige veardi for objektfunktionen for det givne valg af 3.)

b) Benyt complementary slackness (fra opgave 29-2 i CLRS) til at vise, at en
Igsning x til MCF problemet er optimal hvis og kun hvis der findes en y-
vektor hvor der for hver kant e € E gelder at

. <0 = x.=c
. >0 = x.=0

Opgave 5: Residualgraf og negative kredse

For en given b-strgmning z defineres residualgrafen G, = (V,, E,) som fglger:
Knudemzngden er den samme som for G, dvs. V,, = V. For hver kant e = (u,v) €
E hvor z, < ¢, har vi en kant (u,v) € E, med vagten a.. For hver kant e =
(u,v) € E hvor x, > 0 har vi en kant (v,u) € E, med vegten —a.. En kreds i
G, hvor summen af kantvaegtene er negativ, kaldes en negativ kreds.

a) Angiv residualgrafen for grafen i figur 1 med kantvagtene fra Opgave 2 for
folgende b-strgmning x: T'(y, vy) = 0, (v 05) = 4 T(vg,01) = 25 T(vg,00) =
0, .%'(v37v4) = 3, x(v4,U1) = 3, 1‘(1}4’1)5) = 2, 1‘(1}57@3) = 3.

b) Argumenter generelt for at hvis der findes en negativ kreds i G, sd er b-

strgmningen x ikke optimal. Hvordan kan man effektivt finde en negativ
kreds i GG, og hvad er algoritmens kgretid?

¢) Argumenter for at hvis der ikke findes en negativ kreds i GG, s er x optimal.
(Hint: Angiv hvordan en lovlig dual Igsning ¥, som opfylder optimalitetsbe-
tingelserne fra Opgave 4, kan findes. )
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