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Dette er den anden obligatoriske projektopgave pa kurset “DATV: Introduktion til optimering og
operationsanalyse”. Opgaven stilles tirsdag 13. december 2005 og skal afleveres senest tirsdag 10.
januar 2006 kl. 12.00 i DIKU'’s farstedelsadministration. For at blive godkendt skal der veere gjort et
reelt forsgg pa at lgse samtlige spargsmal. Besvarelsen skal udarbejdes i grupper pa to til tre delta-
gere. Grupper med én deltager kraever accept fra instruktoren. Las venligst hele opgaveformuleringen
igennem inden du gar i gang. Hints til opgaverne kan fas ved gvelserne, hvor der er afsat tid til at
arbejde med projektopgaven.

Indledning

Multicommodity flow problemet er en generalisering af stramningsproblemer til den situation hvor
flere varer (commodities) deles om netveaerket. Multicommodity flow problemet er blevet brugt til at
modellere og lgse adskillige optimeringsproblemer, heriblandt godstransport pa et jernbanenet, kom-
munikation via et kabelnet og olietankerplanleegning [2].

I denne opgave Vil vi betragte svage og sterke formuleringer af Minimum cost multicommodity
flow problemet, samt diskutere deres fordele og ulemper.

Lad der veaere givet en veegtet orienteret graf G = (V,E,c,u) hvor hver kant (i, j) € E har en
tilhgrende omkostning cij og en kapacitet u;;. Endvidere er der givet et antal varer (commodities)
K ={1,...,m} som hver er givet ved triplen (s,tx,dx). Her angiver s¢ hvorfra vare k skal sendes, tx
angiver destinationen for vare k, og dix angiver hvor mange enheder der skal sendes.

Vi benytter beslutningsvariablen x}‘j til at angive om vare k € K strammer langs kanten (i, j) € E.
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Opgave 1 Lgs ovenstaende multicommodity flow problem i handen, idet det antages at stramningerne
pa kanterne godt ma vaere fraktionelle. (f.eks. hvis varerne er mel, sukker, olie e.l. saledes at den givne
last kan deles vilkarligt). m

Vi kan formulere multicommodity flow problemet som et LP-problem. Lad variablen x}‘j angive
om vare k strammer langs kant (i, j). Den farste begreensning (2) sikrer flow bevarelse. Den neaste
begransning (3) sikrer for hvert k at varen strammer ud fra sx. Den falgende begreensning (4) sik-
rer for hvert k at varen strammer ind til tx. Endelig skal kapaciteten af hver kant respekteres i (5).
Begransning (6) tillader at varer deles. Vi vil kalde denne formulering den simple formulering.
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Opgave 2 Formuler eksempel 1 som et LP-problem og lgs det til optimalitet ved brug af CPLEX.
Vedlzeg modellen og uddata. m

I resten af denne opgave antager vi at alle stremninger skal veere udelelige, dvs. for hver vare k € K
skal de dy enheder fglge samme rute. Denne version af multicommodity flow problemet er &' #-hard,
som vist af [1].

Opgave 3 Las eksempel 1 til optimalitet, hvis alle varer skal transporteres udelt. m

Opgave 4 Opskriv for hver vare k i eksempel 1, samtlige mulige ruter fra s til tx gennem grafen
G = (V,E,c). En rute ma kun benytte kanter hvori der kan stremme mindst dix enheder, og den skal
veere simpel (dvs. kredsfri). Angiv for hver rute dens tilhgrende pris for at sende di enheder. m

Lad Ry betegne mangden af mulige ruter fra s til tx hvor der kan stramme dy enheder. Lad
endvidere a,',fij angive om rute r for vare k benytter kant (i, j), og lad € angive prisen for rute r € Ry.
Vi kan benytte dette til at opskrive en alternativ formulering af multicommodity flow problemet, som
vi betegner path formuleringen. Lad xX for hver rute r € R, angive om ruten benyttes for vare k.
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Her sikrer (8) at kapaciteten af hver kant bliver respekteret, mens (9) sikrer at den forngdne mangde
varer sendes fra s til tx. Endelig sikrer (10) at alle varer bliver sendt udelt ad samme rute.

Opgave 5 Opskriv path-formuleringen for eksempel 1. m
Opgave 6 Lgs path-formuleringen af eksempel 1 til LP-optimalitet med CPLEX. m
Opgave 7 Lgs path-formuleringen af eksempel 1 til IP-optimalitet med CPLEX. m

Opgave 8 Bevis at man far strammere greenseverdier ved at lgse LP-relaxeringen af path formule-
ringen end ved at lgse LP-relaxeringen af den simple formulering. (Hint: Man skal vise at en optimal
lgsning til path formuleringen ogsa er en lgsning til den simple formulering. Endvidere skal man vise
at der findes mindst en instans hvor path formuleringen giver en strammere greenseveerdi end den
simple formulering). m

Desveerre kan der veere temmelig mange ruter fra s til t for hver vare, saledes at path formulerin-
gen i praksis bliver ulgselig grundet det store antal beslutningsvariable. Hvis man kun er interesseret i
at lgse det LP-relaxerede problem, kan problemet omgas ved at generere ruterne efterhanden som der
bliver brug for dem, og habe pa at kun en lille delmangde af ruterne bliver genereret.

For at illustrere princippet, betragt igen den LP-relaxerede path formulering af eksempel 1, hvor
vi kun betragter falgende ruter:

vare k | rute pris
1 2—1 4
2 3—2 4
3 1—-4—-3 | 8

Dette farer til falgende LP-model svarende til (7) - (10):

min - 4t + 4E + 8¢

s.t. < 1 (1,2)
23 < 2 (1,4)
< 3 (1,5)
1x} < 2 (2,1)
< 2 (2,3)
<1 (3,1)
1x2 < 2 (3,2) (11)
2x3 < 2 (4,3)
< 3 (5,2)
xk > 1
X2 > 1
< > 1

0<x,x2x3<1

Lad y;; betegne den duale variabel svarende til begraensning (8) for kant (i, j), og lad ¥, betegne den
duale variabel svarende til begransning (9) for vare k.
De duale variable for ovenstdende model (11) er y;; = 0 for alle (i, j) € E, mensy, =4,y, =4,
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Opgave 9 Giv en intuitiv fortolkning af de duale variable yj; og V. m

Opgave 10 Idet den intuitive fortolkning af de duale variable udnyttes, udregn en ny pris for hver rute
fra opgave 4 som tager hensyn til de duale variable. (Hint: betragt de reducerede omkostninger af hver
rute). Udveelg den mest lovende rute r € Ry U - - - U Ry, som skal tilfgjes modellen (11). m

Opgave 11 Udvid ovenstaende path formulering (11) med den nye rute. Lgs problemet til LP-optimalitet
med CPLEX og find de nye duale variable. m

Opgave 12 Formuler et stopkriterie for hvor leenge man skal generere ruter. m

Opgave 13 Gentag processen med at tilfgje den mest lovende rute til modellen indtil stop-kriteriet
mgdes. Angiv den fundne lgsningsveerdi nar processen standser. Diskuter hvor mange ruter det blev
ngdvendigt at tilfgje til modellen. m

Noter

Til opgaven benyttes CPLEX. Da der kun er nogle fa CPLEX-licenser til radighed pa DIKU bedes
man logge ud fra CPLEX relativt hurtigt efter at have kert sin instans. CPLEX licenser er tilgeengelige
pa LINUX pc’erne bach-X og kand-X.

Pisa Universitet har samlet adskillige instanser af Multi-commaodity flow problemet [4]. En god
introduktion til Multicommodity flow problemer findes i [2] samt [3].
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