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Dette er den fjerde obligatoriske projektopgave pa kurset “Videregaende algorimik”. Opgaven stilles
torsdag 6. januar 2005 og skal afleveres senest torsdag 13. januar 2005 kl. 12.00 i DIKU’s farstedel-
sadministration. For at blive godkendt skal der veere gjort et reelt forsgg pa at lgse samtlige spargsmal.
Besvarelsen skal udarbejdes i grupper pa to til tre deltagere. Grupper med en deltager kraever accept
fra instruktoren. Laes venligst hele opgaveformuleringen igennem inden du gar igang. Hints til opga-
verne kan fas ved gvelserne, hvor der er afsat en gvelsesgang til at arbejde med projektopgaven.

Kvadratisk knapsack problemet

Kvadratisk knapsack problemet har adskillige anvendelser. Betragt f.eks. et teleselskab som skal etab-
lere et antal radiomaster rundt omkring i landet. De n mest interessante byer udvelges, og der gen-
nemfares en ngje analyse af hver radiomasts fordele og ulemper. En radiomast j koster et givet belgb
w; at etablere, og teleselskabet har et budget pa c. Enhver radiomast vil i sig selv give et vist afkast
pj; mens man far afkastet p;j + pji for telefoni mellem to byer i og j.
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Idet vi indfarer beslutningsvariable x; € {0,1} til at angive om en radiomast bygges eller ej, kan vi
formulere problemet som falgende kvadratiske knapsack problem (QKP):
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x;€{0,1}, j=1,...,n



hvor objektfunktionen angiver at profitten skal maximeres, mens knapsack begransningen betyder
at etablerings-budgettet pa c ikke ma overskrides. Det antages at alle vardier af p;j og w; er ikke-
negative heltal.

Falgende eksempel viser en instans for syv byer.

7]1 2 38 4 5 6 7
18 9 4 3 3 4 7
219 7126 3 9
3/4 18 47 5 4
pj 4|3 2 4 10 3 7 n=7c=20.
5/3 6 70 2 40
6|4 3 53 4 8 9
7/7 9 470 9 5
W, 2 7 8 9 5 3 9

Den optimale lgsning er at bygge radiomaster i byerne 1,2,5,6 hvilket giver en profit pa 83.
Opgave 1 Formuler det tilhgrende afgerlighedsproblem QKP-DECISION. m

Opgave 2 Vis at QKP-DECISION er &/ »-fuldstendigt ved reduktion fra KNAPSACK. m

@vre graenseveerdi

Opgave 3 Hvis man Lagrange-relaxerer knapsack begreensningen i (1) fremkommer problemet QKP(A)
givet ved

n n n
maximize PiiXiXj — A WjXj —C (2)

x;€4{0,1}, j=1,...,n
For hvilke veerdier af A er (2) en relaxering af (1)? m
Betegn med L den lovlige mangde af A-veerdier.

Opgave 4 Vis at for et givet A € L kan det Lagrange-relaxerede problem (2) skrives pa formen
maximize dijxiXj | +k 3)
(% 2
subjectto x; € {0,1}, j=1,...,n
hvor Kk er en konstant. Vis endvidere at dette problem kan lgses i polynomiel tid. m

Det vides at QKP(A) er en konveks funktion af A, der ser ud som falger:
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Opgave 5 Det Lagrange duale problem gar ud pa at finde den veerdi af A som resulterer i den stram-
meste greenseveerdi. Dvs. vi sgger
min QKP(A) (4)
S

Konstruer og beskriv en algoritme som lgser problemet (4). m

Opgave 6 Implementer algoritmen til lgsning af (4) og afprev den pa instanserne fra hjemmesiden. m

Branch-and-bound algoritme

Vi vil nu konstruere en rekursiv branch-and-bound algoritme til lgsning af QKP problemet (1). I hvert
skridt forgrener vi pa den sidste beslutningsvariabel x,, saledes at det tilbagevaerende problem herefter
har stgrrelse n— 1.

Initielt seettes x;, = 0 fori =1,...,nog z* = 0. Herefter kaldes algoritmen

quadknap(0,c,n);
Den rekursive del af algoritmen kan skitseres som:

quadknap(P,T,N)
if T< 0thenreturn
ifP>Zzthenz" — P, x «—x fori=1,...,n
if n=0then return
find en gvre greenseveerdi ¢ for problemet defineret pd (pij), i, j = 1,...,n, og med kapacitet
if u+P>Z then
Xn < 1; modificer (p;j) matricen; quadknap(P + pm,T— Wn,N—1)
Xy < 0; retabler (pjj) matricen; quadknap(P,C,n—1)

Her angiver n antallet af frie variable (dvs. variable som der endnu ikke er forgrenet pa), ¢ angiver den
tilbageveerende kapacitet, mens P angiver profitten af de allerede valgte radiomaster.
Ved modification af (pjj) matricen sztter vi

Pii < Pii + Pin+ Pni
for hvert i = 1,...,n— 1. Dette betyder, at hvis radiomast i pa et senere tidspunkt bliver valgt, vil
man automatisk indkassere profitten af al kommunikation mellem byerne i og 0. Nar matricen skal
retableres subtraherer vi atter disse bidrag ved at sette

Pii < PBii — Pin — Pri
forhverti=1,... n—1.



Opgave 7 Implementer en fuldsteendig version af quadknap som benytter greenseveerdien (4). m

Opgave 8 Kar algoritmen pa instanserne fra hjemmesiden og angiv keretid, antal branch-and-bound
knuder, graensevardi i rodknuden, samt optimal lgsningsveerdi. m

Noter

Til lgsning af de sidste opgaver benyttes rammeprogrammet fra projektopgave 3. Rammeprogrammet
findes pa kursets hjemmeside sammen med alle instanser.

De benyttede datatilfeelde er en blanding af virkelige data og tilfeeldigt genererede data som angivet i
fglgende tabel:

Beskrivelse filnavne
Radiotelefoni tele7
Compiler design comp30 comp45 comp47

Geometrisk p-dispersion | geo10 geo20 geo30 geo40

Random 25% densitet rand10.25 rand20.25 rand30.25 rand40.25
Random 100% densitet | rand10.100 rand20.100 rand30.100 rand40.100
Klike i en graf cliquel0 clique20 clique30 clique40

Densiteten af et datatilfeelde angiver hvor mange procent af p;j’erne der er forskellige fra nul.



