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Bisection problemet

Givet en uveegtet graf G = (V, E) samt et heltal k. En bisection af grafen G er en opdeling af knuderne
iV itolige store mengder Sog T. MAX-BISECTION afgarlighedsproblemet er givet ved

MAX-BISECTION(V,E,k) = {

<V,E,k> : der findes en bisection af G = (V,E)
hvor k eller flere kanter krydser snittet.

Tilsvarende er MIN-BISECTION problemet givet ved

! ! |/ . H - . -
MIN-BISECTION (V',E',K) :{ <V, E',K'> : derfindes en bisection af G = (V,E) }

hvor K eller feerre kanter krydser snittet.

En instans af MAX-BISECTION kan omskrives til en instans af MIN-BISECTION. Lad i det
falgende E betegne komplementermengden af E defineret som (i, j) e E< (i, j) € E.

Q 11: Hvilken transformation af MAX-BISECTION til MIN-BISECTION er korrekt

11A) V':=V,E":=EogK := 2k 11D) V':=V,E':=Eogk =2k—|V|.
11B) V':=V,E':=Eogk :=|V|2—2k 11E) V':=V,E":=Eogk :=(|V|/2)? -k
11C) V':=V,E':=Eogk :=|V|-k 11F) V':=V,E':=Eogk :=2k

|

Q 12: Hvilket af fglgende udsagn geelder med sikkerhed

12A) MAX-BISECTION <, MIN-BISECTION og MIN-BISECTION £, MAX-BISECTION
12B) MAX-BISECTION £, MIN-BISECTION og MIN-BISECTION <, MAX-BISECTION
12C) MAX-BISECTION <, MIN-BISECTION og MIN-BISECTION <, MAX-BISECTION
12D) MAX-BISECTION £, MIN-BISECTION og MIN-BISECTION £, MAX-BISECTION
12E) MAX-BISECTION € P
12F) MIN-BISECTION € P

Her betyder P £, Q at der helt sikkert ikke findes en polynomiel reduktion af P til Q. m

Bisection som optimeringsproblem

MIN-BISECTION(V',E’, k') kan formuleres som et minimeringsproblem BISECTION-OPT givet
pa formen:

n n
minimize giXi(1—X;
i;}; % (1—xj)
n
subject to ijzn/z 1)
=1

xj€{0,1}, j=1,...,n

hvor n = |V'|. Konstanterne &; = 1 hvis kanten (i, j) € E’, mens &; = 0 hvis kanten (i, j) ¢ E'.
Beslutningsvariablene kan fortolkes ved sammenhangen Xj =1 jeSogx; =0& j€T.



Ved Lagrange-relaxering af begraensningen i (1) fremkommer fglgende problem

n n n
minimize ejX(1—x;)+A Xj—n/2

i;j:l jZl

xj€{0,1}, j=1,...,n

Q 13: Hvad er den starste mangde af veerdier af A hvor (2) en relaxering af (1)?

13A) AeNA >0 13D) AeNA <O
13B) AeRA>0 13E) AeRA#0
13C) AeRAKLO 13F) AeR

[ ]

Betragt falgende instans af minimeringsproblemet BISECTION-OPT, medn=>5

il11 2 3 4 5
110 1 0 1 1
211 0 1 1 0
3/]0 1 0 1 1
411 1 1 0 O
5|1 0 1 0 O

Q 14: Hvad er lgsningsveerdien z af det relaxerede problem (2) for A = 0?

14A) z=0 14D) z=6
14B) z=2 14E) z=8
14C) z=4 14F) z=10
| |

Kvadratisk 0-1 optimering

Det kvadratiske 0-1 optimeringsproblem QP er givet ved

maximize Z‘ deijxixj
iEN je
subjectto x; € {0,1}, je&N

defineret pA maengden N = {1,...,n}, og med d;; € R for i, j € N.
En instans af QP overholder falgende kriterier:

o djcRY forallei,jeN,i# ]

e dicRforalleieN

(@)

Endvidere er matricen (dij) symmetrisk (jf. Projektopgave 3). For at lgse instansen transformeres den
til en instans af MAXIMUM-FLOW ved at seette V = NU{s,t} og E={s} x N U Nx N U N x {t}.

Kapaciteten af kanterne settes til:
cs =max{0, 3 jendij}, €N
Cij:dij; IaJENal#J
ci =0, ieN
Cit:maX{O,—ZjeNdij} ieN

Herved fremkommer falgende netvaerk, som vi betegner A



Q 15: Hvad er den tilhgrende instans (d;j) af QP?

71 2 3 4 5 7] 1 2 3 4 5
112 2 1 1 2 1114 2 1 1 2
212 11 4 2 1 2 2 71 4 2 1
BA 1311 4 9 1 3 B0) 1 3] 1 4 9 1 3
411 2 1 -8 1 40 1 2 1 2 1
5/2 1 3 1 -9 5/ 2 1 3 1 -5
71 2 3 45 i'|1 2 3 45
110 2 1 1 2 118 2 1 1 2
212 0 4 2 1 212 2 4 21
B) | 311 4 0 1 3 BE) 1301 401 3
411 2 1 0 1 411 2 1 3 1
5/2 1 3 10 5|2 1 3 1 2
71 2 3 4 5 71 2 3 4 5
18 2 1 1 2 18 2 1 1 2
212 2 4 2 1 212 2 4 21
B0 13l1 40 1 3 B 131 4 0 1 3
411 2 1 3 1 411 2 1 3 1
52 1 3 1 -2 5|12 1 3 1 2
|

Q 16: Find et minimalt snit (S T) i netveerket A’. Hvad er kapaciteten af dette snit?

16A) c(ST)=4 16D) c(ST)=7
16B) c(ST)=5 16E) c(ST)=8
16C) c¢(ST)=6 16F) c(ST)=9
| |

Q 17: Hvad er den optimale lgsningsveerdi z af den tilhgrende QP-instans?

17A) z=1 17D) z=4

17B) z=2 17E) z=5

17C) z=3 17F) z=6
[ ]




Q 18: Kapaciteten af kanten (s,1) i netveerket A’ settes nu til verdien cg = B, sdledes at vi far
felgende netveerk:

For hvilke veerdier af B vil den optimale lgsning (X1,X2,X3, X4, Xs) til den tilhgrende QP instans
veere den samme som i spgrgsmal Q177

18A) B<0 18D) B>0
18B) B<3 18E) PB>3
18C) PB<6 18F) B>6
| ]

Approximationsalgoritmer

Q 19: Givet en uvegtet graf G = (V, E), sparger MAX-CUT optimeringsproblemet om at finde en
opdeling af V i Sog T =V \ Ssom maksimerer antallet af kanter som krydser snittet. Afgarligheds-
problemet vides at veere A’ P-fuldstendigt.

APPROX-MAX-CUT(V,E)

S« 0

TV

while 3v e V sa flytning af v, enten fra Stil T eller fra T til S gger snittets veerdi do flyt v
return (ST)

Bevis at APPROX-MAX-CUT er en polynomieltids 2-approximationsalgoritme ved at svare pa fal-
gende spargsmal. Det antages at algoritmen har faet grafen G = (V, E) som inddata og at den returnerer
snittet (ST).

a) Argumenter at APPROX-MAX-CUT karer i polynomiel tid.

b) For et vilkarligt v e V, lad ES veere mangden af kanter incidente med v som indgar i snittet
(ST), og lad E]! veere maengden af kanter incidente som ikke indgar i snittet. Hvorledes forhol-
der ES sig til E[?

c) Angiv en nedre graense for antal kanter i snittet (S, T) udtrykt ved |E|.

d) Fuldfer beviset for at APPROX-MAX-CUT er en polynomieltids 2-approximationsalgoritme
for MAX-CUT optimeringsproblemet.



Talteori og kryptografi
Q 20:

a) Brug EXTENDED-EUCLID til at finde d = gcd(a,b) = ax+ by for a=29 og b = 48. Vis
alle mellemregninger f.eks. ved brug af en tabel.

b) Alice og Bob bruger RSA kryptosystemet nar de kommunikerer med hinanden. Alices offentlige
nggle er (e,n) = (29,65). Bob bruger denne nagle til at sende hende en kodet besked C(M) = 4.
Faktoriser n = 65 og brug dette til at finde den originale besked M.



