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MIN-QP problemet

Det kvadratiske 0-1 optimeringsproblem QP er givet ved

maximize ∑
i � N

∑
j � N

di jxix j

subject to x j
��� 0 � 1 ��� j � N

defineret på mængden N � � 1 �	�	�	�
� n � , og med di j
��� for i � j � N.

Det kvadratiske 0-1 optimeringsproblem i minimeringsversion, MIN-QP, er givet ved

minimize ∑
i � N

∑
j � N

di jxix j

subject to x j
�
� 0 � 1 ��� j � N

Det tilhørende afgørlighedsproblem, MIN-QP-DECISION � d � k � er givet ved

MIN-QP-DECISION � d � k ��� ������ d � k � : der findes � x1 �	�	�	��� xn � ��� 0 � 1 � n så

∑
i � N

∑
j � N

di jxix j � k ����
Q 11: Hvilket af følgende udsagn er med sikkerhed rigtigt

11A) MIN-QP-DECISION � P
11B) MIN-QP-DECISION � N P og QP-DECISION � pol MIN-QP-DECISION
11C) MIN-QP-DECISION � N P men QP-DECISION �� pol MIN-QP-DECISION
11D) MIN-QP-DECISION �� P og MIN-QP-DECISION �� N P

En instans af QP overholder følgende kriterier fra Projektopgave 3:� di j
���! 

0 for alle i � j � N, i �� j� dii
�"� for alle i � N

Endvidere er matricen � di j � symmetrisk. For at løse instansen transformeres den til en instans af
MAXIMUM-FLOW ved at sætte V � N # � s � t � og E � � s �%$ N # N $ N # N $ � t � . Kapaciteten
af kanterne sættes til:

csi � max � 0 � ∑ j � N di j ��� i � N
ci j � di j � i � j � N � i �� j
cii � 0 � i � N
cit � max � 0 �	& ∑ j � N di j � i � N

Herved fremkommer følgende netværk, som vi betegner N :
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Q 12: Hvad er den tilhørende instans af QP?

12A)

i
j 1 2 3 4
1 -3 2 1 3
2 2 -3 4 1
3 1 4 -2 2
4 3 1 2 -14

12D)

i
j 1 2 3 4
1 -9 2 1 3
2 2 -11 4 1
3 1 4 -12 2
4 3 1 2 2

12B)

i
j 1 2 3 4
1 3 2 1 3
2 2 4 4 1
3 1 4 5 2
4 3 1 2 -8

12E)

i
j 1 2 3 4
1 -3 2 1 3
2 2 -4 4 1
3 1 4 -5 2
4 3 1 2 8

12C)

i
j 1 2 3 4
1 0 2 1 3
2 2 0 4 1
3 1 4 0 2
4 3 1 2 0

12F)

i
j 1 2 3 4
1 10 2 1 3
2 2 10 4 1
3 1 4 10 2
4 3 1 2 10

Q 13: Et minimalt snit � S � T � i netværket N har kapaciteten c � S � T � � 6. Hvad er den optimale løs-
ningsværdi z af den tilhørende QP-instans?

13A) z = 4 13D) z = 7
13B) z = 5 13E) z = 8
13C) z = 6 13F) z = 9

Q 14: Kapaciteten af kanten � 4 � t � i netværket N sættes nu til værdien c4t � α, således at vi får
følgende netværk:
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For hvilke værdier af α vil den optimale løsning � x1 � x2 � x3 � x4 � til den tilhørende QP instans være den
samme som i spørgsmål Q13?

14A) α � 0 14D) α �
0

14B) α � 3 14E) α �
3

14C) α � 6 14F) α �
6
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Dense-subgraph-poblemet

Dense-subgraph-problemet DSP er givet som følgende optimeringsproblem

maximize
n

∑
j � 1

n

∑
i � 1

ai jxix j

subject to
n

∑
j � 1

x j � p (1)

x j
��� 0 � 1 ��� j � 1 �	�	�	��� n �

hvor ai j
�"� .

Man kan transformere enhver instans givet ved matrixen � ai j � til en ækvivalent instans givet ved
matrixen � a �i j � således at alle koefficienter a

�
i j bliver ikke-negative. Lad den optimale løsningsværdi til

den originale instans være z mens den optimale løsningsværdi til den transformerede instans er z
�
.

Q 15: Hvilken transformation er rigtig

15A) Ved at sætte a
�
i j ��& ai j fås en instans med z

� � & z.
15B) Ved at sætte a

�
i j � ai j & M hvor M � minai j fås en instans med z

� � z
�

Mp2.
15C) Ved at sætte a

�
i j � ai j & M hvor M � minai j fås en instans med z

� � z & Mp2.
15D) Ved at sætte a

�
i j � ai j & M hvor M � maxai j fås en instans med z

� � z
�

Mn2.
15E) Ved at sætte a

�
i j � ai j & M hvor M � maxai j fås en instans med z

� � z & Mn2.
15F) Ved at sætte a

�
i j ��� ai j � fås en instans med z

� ��� z � .
Det tilhørende afgørlighedsproblem til DSP er

DSP-DECISION � a � p � k � �
������ �����
� a � p � k � : der findes � x1 �	�	�	�
� xn � �
� 0 � 1 � n så

∑
i � N

∑
j � N

ai jxix j
�

k

n

∑
j � 1

x j � p

� ����������
Vi ønsker at vise at DSP-DECISION er N P -fuldstændigt ved reduktion fra CLIQUE problemet,
der er defineret som

CLIQUE � V � E � h ��� � � V � E � h � : der findes en klike af størrelse h i grafen G � � V � E �	�
Q 16: Hvilken reduktion CLIQUE � pol DSP-DECISION er korrekt
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16A) Afbildningen f : CLIQUE � V � E � h ���� DSP-DECISION � a � p � k � er givet ved

N : � V , p : � h, k : � p � p & 1 � , ai j : � � 1 hvis � i � j � � E
0 ellers

16B) Afbildningen f : CLIQUE � V � E � h ���� DSP-DECISION � a � p � k � er givet ved

N : � V , p : � h, k : � p2, ai j : � � 1 hvis � i � j � � E
0 ellers

16C) Afbildningen f : CLIQUE � V � E � h ���� DSP-DECISION � a � p � k � er givet ved

N : � V , p : � h, k : � 0, ai j : � � 0 hvis � i � j � � E
1 ellers

16D) Afbildningen f : DSP-DECISION � a � p � k ���� CLIQUE � V � E � h � er givet ved
V : � N, h : � p, E : � � � i � j � � ai j � 1 �

16E) Afbildningen f : DSP-DECISION � a � p � k ���� CLIQUE � V � E � h � er givet ved
V : � N, h : � p, E : � � � i � j � � ai j

�
0 �

16F) Afbildningen f : DSP-DECISION � a � p � k ���� CLIQUE � V � E � h � er givet ved
V : � N, h : ��� p, E : � � � i � j � � ai j

�
0 �

Hvis man Lagrange-relaxerer begrænsningen i (1) fremkommer problemet

maximize
n

∑
j � 1

n

∑
i � 1

ai jxix j & λ

�
n

∑
j � 1

x j & p � (2)

x j
�
� 0 � 1 ��� j � 1 �	�	�	�
� n �

Q 17: Hvad er den største mængde af værdier af λ hvor (2) en relaxering af (1)?

17A) λ �"� � λ �
0 17D) λ �"� � λ �� 0

17B) λ �"� � λ � 0 17E) λ �"�
17C) λ ��� � λ �

0 17F) λ ��� � λ � 0

Betragt følgende instans af DSP problemet, med n � 4 og p � 2:

i
j 1 2 3 4
1 2 2 1 3
2 2 2 4 1
3 1 4 3 2
4 3 1 2 -11

Q 18: Hvad er løsningsværdien z af det relaxerede problem (2) for λ � 5?

18A) z � 10 18D) z � 16

18B) z � 12 18E) z � 18

18C) z � 14 18F) z � 20

Hint: Husk konstant-leddet fra (2)
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Talteori og kryptografi

Q 19:

a) Brug EXTENDED-EUCLID til at finde d � gcd � a � b � � ax
�

by for a � 7 og b � 20. Giv
tilstrækkeligt med detaljer til at man kan følge løsningsmetoden.

b) Alice har offentlig nøgle � e � n ��� � 7 � 33 � . Bob bruger Alice’s offentlige nøgle til at sende hende
en kodet besked C � M � . Alice’s nabo, H.Ackermann, opsnapper den kodede besked. Da han
kender Alice’s offentlige nøgle, prøver han at faktorisere n � 33 � 3 � 11, og er dermed i stand
til at afkode beskeden. Hvilken besked M sendte Bob til Alice?

Approximationsalgoritmer

En approximationsalgoritme til løsning af et problem siges at have absolut performance garanti γ, hvis
der for enhver instans I af problemet gælder at� zA � I � & z

� � I � � � γ

hvor z
� � I � er den optimale løsningsværdi til instansen I, og zA � I � er den værdi som approximationsal-

goritmen returnerer.

Q 20: Vis at der ikke findes en approximationsalgoritme med absolut performance garanti for DSP
problemet, med mindre N P � P . Hint: Hvis en sådan algoritme fandtes, hvad ville det betyde for
CLIQUE problemet?
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