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Forord

Disse noter er skrevet til kurset Videreg&ende algoritmik p& Datalogisk Institut,
Kgbenhavns Universitet.

Formalet med noterne er at give en samlet indfgring til branch-and-bound paradig-
met. | modsatning til majoriteten af tilsvarende tekster forudsatter noterne ikke
kendskab til lineser programmering. Til gengzeld bygger de videre pa terminologi
og principper fra Cormen m.fl. [7]. Da noterne er tilteenkt algoritmik-undervisning
pé 2.-3. studiedr er noterne skrevet p& dansk. Dette giver samtidig mulighed for
at indfgre en dansk terminologi pa kurset. Nogle begreber har det dog ikke veeret
muligt (eller hensigtsmassigt) at oversette til dansk, hvorfor de engelske beteg-
nelser er bibeholdt.

Som inspiration er benyttet noterne “Branch-and-bound algorithms”, af Clausen
[6], samt bagerne “Integer Programming” af Wolsey [24] og “Elements of the
Theory of Computation” af Lewis og Papadimitriou [16].

For at noterne ogsa kan bruges som mini-opslagshog, er der udarbejdet et stikords-
register sidst i noterne.

En stor tak til alle som har lest farste version af disse noter, og som har bidraget
til at forbedre dem.

Kommentarer til 2. udgave

En reekke fejl, heriblandt figur 3 er blevet rettet. Kapitel 8 er blevet opdateret med
nyeste litteratur omkring branch-and-bound paradigmet.

9. oktober 2005, DP.




1 Introduktion

Teorien om A P-fuldsteendighed giver os en velbegrundet formodning om, at der
er en lang reekke problemer, som vi ikke kan forvente at lgse i polynomiel tid.
Da problemerne dog kan vere vigtige at lgse for industri eller samfund, er det
essentielt at finde lgsningsmetoder til sddanne problemer. Selv om vi ikke kan
garantere polynomiel karetid af sddanne algoritmer, kan man hébe pé at karetiden
er “rimelig” for de fleste instanser, som forekommer i praksis. Teorien om A P-
fuldstendighed udtaler sig kun om, at der eksisterer instanser med ubehagelig
karetid, men den udelukker ikke at mange instanser kan lgses i polynomiel tid.

Hvor vi i teorien om A P-fuldsteendighed fandt det hensigtsmassigt at betragte
afgerlighedsproblemer, vil man i praktiske anvendelser snarere betragte det tilhg-
rende optimeringsproblem. F.eks. vil man for traveling salesman-problemet naeppe
veere tilfreds med at f& et ja-nej svar pd, om der findes en Hamilton-kreds af
leengde hgjst k i grafen. Man vil snarere spgrge efter den korteste Hamilton-kreds.

Formelt set kan et optimeringsproblem i maksimeringsform defineres som:
z=max{f(x) |x € S}. 1)

Her angiver f(x) objektfunktionen, mens S er lgsningsrummet og z er den optimale
Igsningsveerdi. Ofte vil man ogsé vere interesseret i den optimale lgsning, dvs. det
x* hvor z= f(x*). En reekke optimeringsproblemer som f.eks. traveling salesman-
problemet er defineret i minimeringsform

z=min{f(x) | x € S}. 2

Man kan omforme et minimeringsproblem pé formen (2) til et maksimeringspro-
blem ved at maksimere —f(x). Vi vil i disse noter indfare alle definitioner for et
maksimeringsproblem. Det overlades til laeseren at definere de tilsvarende begre-
ber for minimeringsproblemer.

Da klassen AP kun er defineret for afgarlighedsproblemer, giver det ikke mening
at snakke om A P-fuldsteendighed af optimeringsproblemer. Vi definerer derfor,
at et optimeringsproblem er A’ P-hardt, hvis det tilhgrende afgarlighedsproblem
er A\P-fuldstendigt. Bemeerk, at selv om man far forelagt den optimale lgsning
x* for et A_P-hardt optimeringsproblem, kender vi ikke en effektiv metode til at
verificere at den givne lgsning er optimal. Rent faktisk kan det kun bevises at en
lgsning er optimal ved at gennemlgbe hele lgsningsrummet.

Hvor polynomielle problemer typisk kan lgses ved hjelp af en konstruktiv algo-
ritme, der gradvist opbygger en lgsning, ma vi for A_P-hérde problemer ty til
sggebaserede algoritmer, dvs. algoritmer som gennemlgber hele eller dele af lgs-
ningsrummet for at finde den optimale lgsning.

| disse noter vil vi betragte branch-and-bound paradigmet, som netop er en sgge-
baseret algoritme. Der findes en reekke danske betegnelser for branch-and-bound,
f.eks. del-og-hersk, forgren-og-begraens. Ingen af disse betegnelser er dog slaet
igennem i stort omfang, hvorfor man typisk blot fastholder den engelske beteg-
nelse.

Branch-and-bound er nok det mest benyttede veerktgj til lgsning af A P-harde
kombinatoriske optimeringsproblemer. Branch-and-bound er dog et paradigme
(dvs. en slags skabelon) hvor en rekke konkrete valg skal treeffes for hvert enkelt
optimeringsproblem. Som disse noter vil vise, er der en bred vifte af muligheder
for hver komponent af branch-and-bound paradigmet, og det er en kunstart at
kombinere de rette komponenter til en vellykket algoritme.

Princippet i branch-and-bound er en total gennemsggning af Igsningsrummet,
hvor man bruger nogle matematiske overvejelser til at udelukke dele af lgsnings-
rummet. En vel-designet branch-and-bound algoritme bar udelukke store dele af
lgsningsrummet, sdledes at den for de fleste praktisk forekommende instanser kun
skal gennemsgge en lille del af lgsningsrummet. | afsnit 2 vil vi farst designe en
simpel algoritme til lgsning af kombinatoriske optimeringsproblemer baseret pa
total gennemsggning af lasningsrummet. | det falgende afsnit 3 benytter vi divide-
and-conquer paradigmet til at gennemsgge lgsningsrummet, ved fortlgbende at
dele problemet op i mindre delproblemer og “samle” lgsningerne op fra disse. For
at undgd en gennemsggning af alle dellgsningsrum benytter vi greenseveerdier,
som defineres i afsnit 4. En greenseveerdi er et tal knyttet til et dellgsningsrum,
som siger noget om, hvor gode lgsninger vi kan forvente at finde i det givne del-
lgsningsrum. Hvis vi ved hjeelp af grenseverdien for et dellgsningsrum kan se,
at vi ikke vil vere i stand til at forbedre den nuverende lgsning, kan vi forka-
ste dellgsningsrummet. Dette er ideen i greenseveerditesten, som beskrives i afsnit
4.2. Satter vi disse grundelementer sammen, har vi branch-and-bound paradig-
met, som beskrives i afsnit 5. Vi vil gerne have sa stramme gransevardier som
muligt, idet disse vil gare det muligt at bortskare starre dele af lasningsrummet.
I afsnit 6 opstiller vi en formel ramme for at sammenligne kvaliteten af greense-
veerdier. Afsnit 7 ser pd, hvilke delproblemer vi altid vil skulle behandle uanset
sggestrategi og initiel lgsning. Noterne afsluttes i afsnit 8 med forskellige tips til
at designe vellykkede branch-and-bound algoritmer i praksis.
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I disse noter vil vi benytte tre gennemgaende optimeringsproblemer til at illustrere
principperne. De farste to er maksimeringsproblemerne knapsack-problemet og
dense subgraph-problemet, mens det sidste problem er minimeringsproblemet tra-
veling salesman-problemet. Ver opmarksom pa, at alle definitioner skal “vendes
om” ndr vi betragter et minimeringsproblem. Traveling salesman-problemet er
med vilje medtaget for at traene laeseren i denne proces. Alle eksempler med tra-
veling salesman-problemet vil dog tydeligt vaere merket med en overskrift som
minder om, at det er et minimeringsproblem.

1.1 Gennemgaende eksempler

Eksempel 1 Knapsack-problemet

Knapsack-problemet kan defineres pa falgende vis: Lad der veere givet n gen-
stande, som hver har en tilknyttet profit p; og veegt wj. Udveelg en delmangde
af genstandene séledes, at den samlede profitsum bliver maksimeret uden, at den
tilhgrende vagtsum overstiger en given graense c, kaldet kapaciteten.

Trods den simple struktur har knapsack-problemet utallige anvendelser. Det op-
star i adskillige transportproblemer (f.eks. ladning af genstande i containere med
veaegtbegraensning c), udskaringsproblemer (f.eks. udskering af tammer som har
leengde ¢ i mindre stykker w; med forskellig salgspris pj), investering (der er en
mangde kapital c til rddighed, som kan investeres i et antal projekter med profit p;
og pris wj) eller budgetleegning (afdelingens budget er ¢, og der skal udveelges et
antal projekter, som har starst mulig samlet nytteveerdi). For en komplet oversigt
over eksakte algoritmer og approximationsalgoritmer for knapsack-problemet, se
[13]. En samling af testinstanser for knapsack-problemet findes i [19].

Hvis vi bruger den binzre variabel x; til at angive om genstand j vaelges eller ¢j,
far vi falgende matematiske definition af problemet:

n n
Z=max PjXj wixj <c, xje{O,l}}. (3)
{le j;

Bemaerk, at hvis genstand j valges, dvs. xj = 1, s teelles p; og wj med i hen-
holdsvis profitsummen og veegtsummen, mens hvis x; = 0 bidrager genstand j
ikke til nogen af summerne. Det antages normalt, at alle koefficienter pj, w;j og
c er positive heltal. Se evt. Cormen m.fl. [7] s. 382 for yderligere beskrivelse af
problemet.

| det fglgende eksempel er c = 9, og der er givet n = 7 genstande med fglgende
profitter og veegte:

J
Pj
Wj

Den optimale Igsning er at veelge genstandene 1 og 4, hvilket giver en optimal
lgsning pa z = 15.

Eksempel 2 Dense subgraph-problemet

Givet en komplet veegtet graf G = (V, E, c) og et heltal k. Dense subgraph-problemet
beder os udvalge en delmangde U CV af starrelse |U| =k, saledes at summen
af kantvaegte mellem knuder i U bliver maksimeret. Vi vil teenke pa grafen som
orienteret, dvs. mellem hvert par af knuder i og j findes to kanter, som har vagt cjj
henholdsvist c;i. Selv om vi tillader, at ¢;j # cji s& kan man altid opnd en symme-
trisk form ¢;j = cji ved at dele summen c;; + cj; ligeligt pa de to kanter (overvej!).
Uden tab af generalitet kan vi antage, at alle kantveegte er ikke-negative, dvs.
cij > 0, idet vi ellers kan lzegge en konstant M til alle kantveegte for at opna dette
(se ogsd opgave 4 side 39). | de fleste praktiske anvendelser vil cjj = 0, men i det
falgende kan cji ogsd antage positive veerdier.

Dense subgraph-problemet er en umiddelbar generalisering af klike-problemet,
hvorfor det dukker op i mange sammenhange indenfor grafteori. Praktiske anven-
delser omfatter bl.a. lokalisering af sendemaster, saledes at trafik mellem masterne
maksimeres, samt lokalisering af tankstationer, supermarkeder, brandstationer, el-
ler hospitaler, sdledes at de spredes mest muligt geografisk.
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Kun fa eksakte algoritmer er praesenteret for dense subgraph-problemet [8, 20],
mens der er udviklet adskillige approximationsalgoritmer [4, 10, 11, 14, 21, 22].

Formelt kan problemet defineres som fglgende maksimeringsproblem:

- lucviu=kb. 4
z max{i;“ezjcJ U] } 4

Den fglgende tabel angiver kantveegtene for en graf med 7 knuder, hvori der skal
udveelges en delgraf U af starrelse k = 3.
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Den optimale lgsning er at vaelge knuderne U = {2,4,6}, hvilket giver en lgs-
ningsverdi pa 48.

Eksempel 3 Traveling salesman-problemet (minimeringsproblem)

Traveling salesman-problemet har utallige anvendelser, og er blevet studeret ind-
gdende i litteraturen, se f.eks. den omfattende bog [15]. Den p.t. bedste algoritme
til lgsning af Traveling salesman-problemet er Concorde-lgseren [2] designet af
Applegate, Bixhy, Chvatal og Cook [3].

Vi vil betragte den symmetriske version af traveling salesman-problemet, der for-
melt kan defineres som falgende optimeringsproblem: Lad (V,E,d) vere en vaeg-
tet graf, hvor dij for (i, j) € E angiver afstanden mellem knuderne i og j. Da vi
betragter den symmetriske variant geelder at djj = dj;. Problemet er da at finde
en Hamilton-kreds H i grafen, som har en minimal langde med hensyn til d.
Hamilton-kredsen H er en delmangde af kanterne i E, hvorfor vi kan formulere
problemet som:

7= min{ z dij|HCE,Heren Hamilton-kreds} . (5)
(i,j)eH

P4 det falgende kort er der markeret otte byer pa Bornholm.

9

Afstanden mellem de otte byer er givet ved fglgende tabel, og vi gnsker at finde
den korteste Hamilton-kreds gennem byerne.

1 2 3 4 5 6 7 8
0 11 24 25 30 29 15 15
11 0 13 20 32 37 17 17
24 13 0 16 30 29 22
25 20 16 0 15 23 18 12
30 32 30 15 0 9 23 15
29 37 39 23 9 0 14 21
15 17 29 18 23 14 0 7
15 17 22 12 15 21 7 O

0 ~NOoO O WN P

Den optimale lgsning er at besgge byerne (knuderne) i rekkefalgen: 1 —2 — 3 —
4—5—6—7— 8— 1, hvilket giver en samlet l&ngde af Hamilton-kredsen pa
z=100.

2 Brute-force metoder

Som tidligere naevnt er branch-and-bound paradigmet en sggebaseret algoritme,
som i vaerste fald gennemsgager alle lovlige lgsninger. Vi vil i dette afsnit skitsere
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en forste spgebaseret algoritme samt vurdere dens karetid. Algoritmen udnytter,
at ethvert A_P-problem har et “kort” (dvs. polynomielt) certifikat, samt at ethvert
certifikat kan verificeres i polynomiel tid. Vi kan derfor gennemlgbe alle kombi-
nationsmuligheder af certifikatet, og hver gang kontrollere om verifikationsalgo-
ritmen returnerer “ja”. Den samlede karetid bliver eksponentiel.

Definition 1 Klassen EX P er mangden af afgarlighedsproblemer, som kan lgses
i eksponentiel tid pa en deterministisk Turing-maskine. Formelt sagt siger vi, at et
afgelighedsproblem L € E£X P, hvis der findes et polynomium p(n), saledes at
enhver streng x af lngde n kan afggres i tiden 2P(".

Seetning 1 Hvis L € ALP, s geelder ogsd at L € EXP.

Bevis: Antag at L € AP, sa findes en verifikationsalgoritme A(x,y), som kerer i
polynomiel tid p(|x|, |y|). Leengden af certifikatet y skal overholde at |y| < p2(|x|)
for et polynomium py, s karetiden af A(x,y) ma ogsa vaere polynomiel i x|, dvs.
begranset af et polynomium p1(|x|).

Vi konstruerer nu en algoritme, som afger L i eksponentiel tid. Uden tab af gene-
ralitet kan vi antage, at certifikatet y er en binar streng. Vi opremser nu samtlige
verdier af y i tiden 21 < 2P2(X)_ For hver vaerdi af y anvender vi verfikationsalgo-
ritmen A(x,y). Hvis A(x,y) = 1 for et givet y returnerer vores algoritme veerdien
1. Hvis A(x,y) = 0 for alle y returnerer algoritmen verdien 0.

Keretiden af algoritmen bliver O (2"2( X) p1(|x\)), hvilket viser at algoritmen af-
gor L i eksponentiel tid. O

Lgsningsmetoden i ovenstaende bevis kaldes brute-force opremsning og trods
dens dérlige keretid, er den grundlaget for de falgende algoritmer.

Fra beviset bemaerker vi ogs4, at lgsningsrummet for et A_P-hardt optimerings-
problem mé vaere begranset. Faktisk er det begranset af 2Y/, hvor ly| er den binzre
leengde af en lgsning.

3 Divide and Conquer

Brute-force paradigmet fra forrige afsnit fungerede kun for AP-fuldstendige
afgerlighedsproblemer. Nér vi skal lgse et A_P-hardt optimeringsproblem pé for-
men

z=max{f(x) | x € S},

11

har vi ikke en verifikationsalgoritme til radighed. I stedet kan vi anvende divide-
and-conquer paradigmet fra Cormen m.fl. [7]. Vi gnsker at opdele problemet i
en reekke mindre problemer, lgse de mindre problemer, og samle informationen
sammen til en optimal lgsning. Der gelder

Seetning 2 Lad S = S;U...USk veere en opdeling af S i mindre mangder, og lad
zi = max{f(x) | x € Sj} veere lgsningsveardien svarende til den i’te delmangde.
Da gelder z=maxi—1,. kZ.

Bevis: z=max{f(x) | xeS1U...US} = nzakaax{f(x) |xeSi} = max zi.
i=1,..., i=1,...,

Vi vil bruge betegnelsen delproblem til at betegne vores optimeringsproblem be-
greenset til delmeangde S;. | det falgende vil vi sprogligt ikke skelne mellem en
delmangde og det tilhgrende delproblem.

Eksempel 4 Knapsack-problemet

Af pladshensyn vil vi betragte en reduceret udgave af knapsack-problemet fra
eksempel 1, hvor der kun er n = 3 genstande, og kapaciteten er ¢ = 6.

jl|1
pj |6
wj |2

Lesningsrummet er S = {(x1,...,¥n) | ${_1WjXj < ¢,xj € {0,1}}.

Pa figur 1 ses en opdeling af l@sningsrummet S svarende til, om en given beslut-
ningsvariabel x; s&ttes til 0 eller 1. | den farste opdeling far vi to delproblemer:

812{(X1,...,Xn)§S‘X1=0}, ©)
SZZ{(Xl,...,Xn) gs‘xl:l}

Tilsvarende féar vi ved opdeling af S; de to maengder Sz og S4 givet ved

532{(X1,...,Xn) Cc 51|X1=0,X2=O},
S4={(X1,...,Xn) Cc 51|X1=0,X2= l}.

Og sa fremdeles.




S S0 Sk

Figur 1: Opdeling af lgsningsrum. De understregede tal svarer til ulovlige Igsnin-
ger, dvs. lgsningsvektorer x hvor z’j‘:lex,- >C.
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X2 =0 Xo=1

X3=0 X3=1 X3=0 X3=1 X3=0 Xz3=1 x3=0 X3=1

010 011 100 101 110 111

x 000 001

f(x) 0O 3 8 ulovlig 6 9 ulovlig ulovlig

Figur 2: Sggetree for knapsack-problemet. De understregede mangder angiver
ulovlige lgsninger, dvs. lgsningsvektorer x hvor ZT:]_WJ'XJ' >C.




Seetning 2 viser, at vi kan finde en optimal lgsning til f.eks. S5 som max{z11,212} =
max{6,9} = 9, hvor z11 er den optimale lgsning til S11, 0g z12 er lgsningen til S.

Man kan illustrere opdelingen af S med et sggetrae, som vist i figur 2. Hver knude i
sggetreeet svarer til et delproblem S;. Hvis vi betragter to knuder i og j i segetraeet,
hvor j ligger under i, s& kalder vi j for et underproblem til i.

4 Greaenseverdier

Vi betragter igen et optimeringsproblem P pé formen z = max{f(x) | x € S}. S
behgver ikke at veere det originale lgsningsrum for et problem, men kan godt
veere et delproblem S; fremkommet ved brug af divide-and-conquer paradigmet.
En nedre greenseveerdi £ er et reelt tal, som overholder at £ < z. P4 samme made
kan vi definere en gvre greenseveerdi 7 som et reelt tal, der overholder at U > z.

Enhver lovlig lgsning x’ € S til problemet P er en nedre grenseverdi, idet der
oplagt geelder at f(x') <z =max{f(x) | x € S}. Det er anderledes udfordrende at
finde en gvre greenseverdi. Til dette formal har vi brug for at betragte en relakse-
ring:

Definition 2 Givet et problem P defineret som z = max{ f (x) | x € S}. Problemet
R givet ved zgr = max{g(x) | x € T} er en relaksering af P, hvis der gelder:

(i) SCT,

(i) g(x) > f(x) forallex € S.

Falgende figur illustrerer princippet i en relaksering. Vi maksimerer funktionen f
over meengden S. Funktionen g ma ikke ligge under f i hele definitionsmangden
S, men der stilles ingen krav til g udenfor S.
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Seetning 3 Hvis R er en relaksering af P, s galder der at zg > z.

Bevis: Antag, at den optimale lgsning for P er x*, dvs. der geelder f(x*) =z. Da
x* € S har vi fra (ii) at g(x*) > f(x*). Fra (i) ved vi endvidere at x* € T. Dermed
mé geelde at zr = max{g(x) | x € T} > g(x*) > f(x*) =z. a

Ovenstdende sztning giver os en opskrift til at bestemme @gvre greenseveerdier,
idet vi for et problem P kan lgse en tilhgrende relaksering R og bestemme zg. Da
geelder at U := zr er en gvre grenseverdi, idet vi har zr > z = max{f(x) | x €
S} > f(x) for ethvertx € S.

Man kan altid finde en triviel relaksering ved at veelge g(x) = f(x) og T = S.
Denne relaksering vil returnere den bedst teenkelige greenseveerdi U =z, men den
er lige s& dyr at beregne, som at lgse det originale problem. Man vil derfor nor-
malt kreeve, at en relaksering kan lgses i polynomiel tid. Det er maske ikke videre
intuitivt, at et problem kan bliver lettere at lgse ved at udvide lgsningsrummet S
til en starre mangde T, men nedenstdende eksempler vil vise, at dette rent fak-
tisk ofte er tilfeldet. Tilsvarende kan nogle problemer blive lettere at Igse ved at
modificere objektfunktionen.

For ethvert problem P vil der kunne defineres mange relakseringer, som vil resul-
tere i et antal forskellige greenseveerdier. Det er en kunstart at finde en relaksering,
som giver gode grensevardier, og som kan beregnes effektivt.

Divide-and-conquer paradigmet fra afsnit 3 kan ogsa anvendes til at bestemme
graenseverdier ved opdeling af problemet i mindre delproblemer. Idet vi definerer
zi = max{ f(x) | x € S}, geelder fglgende to setninger:

Seetning 4 Lad S=S;U...USk vaere en opdeling af S i mindre mangder, og lad
L; veere en nedre graenseveerdi for delmangde S;. Da gaelder at £ = maxi—y, . x Li
er en nedre greenseveerdi for S.

Bevis: Da L;j <zjharvi L= rrllax

Seetning 5 Lad S = S;U...US veere en opdeling af S i mindre mangder, og lad
U; veere en gvre greenseveerdi for delmaengde S;. Da gaelder at U = maxi—1,.. k Ui
er en gvre granseverdi for S.




Bevis: Daz < Ujharvi U= I’T}-an‘ui > max zj=1.
i=1,.., i

Endelig har vi s&tningen:

Seetning 6 Betragt et maksimeringsproblem z = max{f(x) | x € S}, hvor f(x)
returnerer en heltallig lgsningsveerdi for ethvert x € S. Antag at U er en gvre
greenseverdi. Da er ogsa | U] en gvre grensevardi.

Bevis: Da f(x) er heltallig, md z € Z, og falgelig z = |z]. Da z < U geelder
|z] < | U], ogdermedz<|U]|. a

4.1 Eksempler pa greensevardier

Eksempel 5 Knapsack-problemet

For at finde gvre grensevardier for knapsack-problemet betragter vi en simpel
relaksering, hvor det er tilladt at medtage brgkdele af genstandene. Dette problem
kaldes det fraktionelle knapsack-problem i Cormen m.fl. [7], givet ved

n n
U, = max PiXj wixj <c, 0<xj<1p. (8)
et S| 3

For at se, at der er tale om en relaksering, bemaerker vi farst at knapsack-problemet
er defineret pa formen (1) med

fx)=31pjx; , S= {(xl,...,xn) Siawixj <¢xj € {0,1}}.
Det fraktionelle knapsack-problem er defineret pa samme form med
9 =3"apx; , T= {(xl,...,xn) hawix; <¢,0<x; < 1}.
Da f(x) = g(x) er kriterium (ii) i definition 2 overholdt. Envidere er S C T, hvorfor

kriterium (i) ogsa er opfyldt.

Det fraktionelle knapsack-problem kan lgses i polynomiel tid ved brug af den
gradige algoritme, som beskrevet i Cormen m.fl. [7] s. 382. Farst sorteres gen-
standene efter aftagende effektivitet p; /wj, séledes at

Pi P2 Ps Pn

>12> B > ©)
W1 Wo W3 Wn
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hvorpé rygsakken fyldes som fglger: Genstandene 1,2, 3, ... l&gges i rygsaekken,
indtil man steder pa den farste genstand b, som der ikke er plads til. Den optimale
lgsning er da at medtage de farste b — 1 genstande (dvs. xj=1for j=1,...,b—1),
mens en brgkdel af genstand b medtages, sdledes at hele kapaciteten udnyttes:
b—
c—-3 j:% Wi
Xp=——"—.

Wp
Ingen af genstandene efter b medtages (dvs. xj =0 for j=b+1,...,n). Dette
giver os falgende direkte formel til at bestemme den gvre graenseveerdi

_ b1,
bt C—3j=1Wj

U=y Pj+Po (10)
=1

Wh
Greenseveardien kan findes i O(nlogn) tid, hvor den tungeste beregning er sorte-
ringen (9).

Den gradige algoritme kan ogsa bruges til at finde en nedre greenseveerdi L. Antag,
at genstandene er sorteret efter (9) og betragt genstandene i rekkefalgen 1,2,3,....
Hvis der stadig er plads til en given genstand i medtages den i rygsaekken, ellers
fortseettes med genstand i+ 1.

For knapsack-problemet fra eksempel 1 bemarker vi, at genstandene allerede er
sorteret efter aftagende profit-veegt forhold.

J
P
Wi

Da rygsakken har kapacitet ¢ = 9 fylder vi genstande 1,2 i rygsekken og medta-
ger en fraktionel del af genstand b = 3. Beslutningsvariablene bliver x; = x2 =1,
0g x3 = %5 = 2. Den pvre graenseverdi bliver

2 1
u§p=11+8-§=16§,

som ifglge s&tning 6 kan rundes ned til 72, = 16.

En nedre grenseveerdi findes ved at veaelge genstande 1,2,7, der giver vardien
L=14
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Eksempel 6 Dense subgraph-problemet
Ved at satte en parantes i objektfunktionen kan problemet skrives som

zmax{iezJ (%cij)‘u CV,U|k}. (11)

Lad T; veere en gvre graense pa enhver kantvagt-sum, der kan udgé fra knude i.
Formelt kan dette defineres som

Cimax{ZJcij UCV,|U|~|(}. (12)
j€

Da kan udtrykket inde i parantesen af (11) begraenses opadtil ved

ZJCij <Tj,
j€

og vi far fglgende gvre greensevaerdi for dense subgraph-problemet

ﬂ%sp—max{%ti‘u CV,U|=k}. (14)
i€

For at indse, at der er tale om en relaksering af det originale problem, bemaerker
vi, at det originale problem havde objektfunktion og lgsningsrum

f(X) = ZiGU (ZJGU Cij) ) S= {U gv: |U| = k}
Det nye problem har objektfunktion og lgsningsrum
90 =3ZieuT , T={UCV,|U[=k}.
Da S=T er kriterium (i) i definition 2 opfyldt. Tilsvarende har vi kriterie (ii)
opfyldt, da g(x) > f(x) for alle x € S pa grund af (13).

Det relakserede problem (14) kan lgses i O(|V |?) tid. Ferst finder vi for hver knude
i € V veerdien Tj givet ved (12). Dette problem bestar i at veelge de k starste kant-
vagte, som udgar fra knude i. Dette kan gares i O(|V|) tid for hver knude i, jf.
Problem 9-1 side 194 i Cormen m.fl. [7]. | det relakserede problem (14) skal vi
igen veelge de k starste tal blandt tallene T1,Ta, .. .,Th, hvilket kan gares i O(|V|)
tid. Samlet far vi karetiden [V]|O(|V]) + O(|V|).

Som eksempel péa grenseverdiberegningen kan vi betragte instansen fra eksem-
pel 2:
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Her har vi n = 7 knuder, hvoraf k = 3 skal udvelges. Ved at valge de k starste
tal i hver rekke finder vi t; = 24, T, = 25,T3=20,T4 = 18,T5 = 18, Ts = 24 0g
€7 = 17. Dermed bliver en gvre greenseveerdi U, = 73.

I opgave 9 vises en strammere version af oventdende graenseveerdi.

Eksempel 7 Traveling salesman-problemet (minimeringsproblem)

Der er gennem tiden foresldet mange graenseveerdier for traveling salesman-problemet.

En af de kenneste er baseret pa 1-tr relaksering. Givet en vagtet graf (V,E,d)
fremkommer et 1-tree ved at finde et udspandende tra pa knuderne 2,3,...,n og
herefter forbinde knude 1 med to vilkarlige kanter.

Et minimalt 1-tree findes ved at lgse et mindste udspandende tree pd knuderne
2,3,...,n, og herefter udveelge de to billigste kanter, som udgar fra knude 1 (over-
vej, hvorfor dette er et minimalt 1-tree).

For Bornholm-instansen fra eksempel 3 konstrueres et minimalt 1-tree ved at finde
et mindste udspzndende tree pa knuderne 2,3,...,8. De to billigste kanter, som
udgér fra knude 1 er (1,2) og (1,7), som tilfgjes kantmangden. Samlet har vi
falgende 1-tree, som koster 97 enheder:




Keretiden for at finde et mindste 1-tree domineres af, at vi skal finde et mind-
ste udspandende tree (MST). Dette kan gares i tiden O(|E|log|V |) med Kruskals
algoritme, jf. Cormen m.fl. [7] afsnit 23.2 side 568. Alternativt kan man bruge
Prims algoritme, som har keretiden O(|E| + |V |log|V ), hvis man benytter Fibo-
nacci hobe.

Man kan bruge 1-treeer til at finde en nedre greenseverdi for traveling salesman-
problemet givet ved

L}Sp:min{ ; dij‘HgE,H eretl-trae}. (15)
(i,j)eH

For at indse at et minimalt 1-tree er en relaksering, bemarker vi, at det originale
problem kan skrives pa formen (1) med

f(x) = dij , S= {H CE ‘ Heren Hamilton-kreds}. (16)
(i,j)eH

Tilsvarende har vi for problem (15) at

g(x) = Z dij , T= {H QE‘H eretl-trae}.
(i,j)eH

Da bade traveling salesman-problemet og det mindste 1-tree har samme objekt-

funktion er kriterium (ii) opfyldt. Endvidere har vi, at en Hamilton-kreds ogsa er

et 1-tree, hvilket ses ved at fjerne knude 1 og bemeerke, at de tilbagevarende kan-

ter udger et tree (faktisk udger de en vej, der naturligvis ogsd er et tr). DaSC T

har vi vist kriterium (i).

4.2 Greaenseverditest

| forrige afsnit definerede vi en graenseverdifunktion som en funktion f, der for
ethvert delproblem S; returnerer et reelt tal 7/, saledes at f(x) < U forallex € S;.
Sagt i ord giver grenseverdifunktionen en garanti for, at man ikke kan finde en
lgsning i S;, som er bedre end 4. Man kan bruge denne viden konstruktivt til at
bortskere delproblemer. Hvis man for et delproblem S; ved, at man ikke kan finde
en bedre lgsning end den nuveerende nedre grenseverdi, s er der ingen grund til
at undersgge delproblemet naermere.

Lidt mere formelt har vi fglgende greenseverditest:
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Seetning 7 Huvis et delproblem S; har graensevardi 7, saledes at
Uus) < L,

s& kan vi forkaste S;.

Bevis: Grenseverdien sikrer, at f(x) < U < £ for alle x € S;. Sa ingen lgsning x
i S; vil have en bedre lgsningsveardi end den allerede kendte L. O

4.3 Monotonitet af graenseverdier

En gvre greenseveardifunktion siges at veere monoton, hvis der geelder at 2(S1) <
U(S2), ndr S1 C Sy. Lest sagt skal greenseveerdien blive mindre, nér vi maksimerer
over et mindre Igsningsrum. Dette geelder oplagt for alle relakseringer, hvor S=T
i definition 2, og det vil ogsa geelde for de fleste fornuftige relakseringer, hvor
S#T.

Hvis en graenseverdifunktion er monoton, vil den gvre greensevardi aftage efter-
hénden, som vi bevaeger os ned i sggetraeet af delproblemer. Dette haenger sam-
men med den trivielle observation, at vi hver gang opdeler problemet i mindre
delproblemer, saledes at ovenstaende kriterium er opfyldt for en knude og dens
underliggende knude.

5 Branch-and-bound

Vi er nu i stand til at skitsere en generisk branch-and-bound algoritme for et mak-
simeringsproblem pa formen

z=max{f(x)|x e S}. (18)

I den nedenstdende algoritme angiver L en liste af delproblemer S; givet ved de
tilhgrende lgsningsrum. Listen L vil ofte vaere organiseret som en prioritetska. Vi
kalder delproblemerne i L for &bne delproblemer, mens delproblemer, der allerede
er blevet behandlet, kaldes lukkede delproblemer. Endvidere vedligeholder vi en
global nedre greensevaerdi £ samt den tilhgrende lgsning x*.




1 L:=—o;L:={S}
2 whileL#0
3 velg et delproblem S; fra L
L:=L\{S)}
if S # 0 then
find en gvre greenseverdi U(S;)
if U(Si) > L then
find en lovlig lgsning x € S
if f(x) > L then £ := f(x); x* :=x
10 opdel S i delproblemer S, ..., SK
11 tilfgj delproblemerne til L, dvs. st L := LU {S},...,SK}
12 endif
13 endif
14 endwhile

En branch-and-bound algoritme for et maksimeringsproblem vil derfor besta af
falgende fire komponenter:

1. En gvre graenseverdifunktion, der for et givet delproblem returnerer en gvre
greense pa veerdien af den bedste Igsning, som vi kan finde i delrummet.

2. En nedre grensevardi, som pa ethvert tidspunkt angiver den hidtil bedst
kendte lgsning.

3. En sggestrategi, som fastleegger en raekkefglge for behandlingen af delpro-
blemer.

4. En forgreningsregel, som for alle delproblemer, der ikke kan forkastes af
greenseverditesten, angiver, hvorledes det tilhgrende Igsningsrum skal op-
deles. Dermed skabes to eller flere nye delproblemer.

5.1 @vre graensevaerdifunktion

En god graenseverdifunktion er afggrende for, at en branch-and-bound algoritme
bliver vellykket. Jo strammere granseveerdier vi kan fa, des mindre bliver sg-
getreeet. Som beskrevet i afsnit 4 findes greenseverdier ved relaksering af op-
timeringsproblemet. Der findes en rakke standardteknikker, som kan benyttes i
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denne sammenhang, f.eks. linesr-relaksering, Lagrange-relaksering, surrogat-
relaksering og semidefinit-relaksering. Det ville veere for vidtgdende at beskrive
de nzevnte teknikker i denne introduktion, men f.eks. Wolsey [24] beskriver mange
af dem. Se dog opgave 7 for et eksemple pa Lagrange-relaksering, og bemzrk at
lineeer-relaksering blev benyttet i eksempel 5.

5.2 Nedre graenseveerdi

Jo bedre nedre graenseveerdi vi kan finde, des flere delproblemer kan vi bortskere,
og des hurtigere vil algoritmen terminere. Der findes en reekke metoder til opda-
tering af den nedre graenseveerdi:

e Den simpleste metode er at lade branch-and-bound algoritmen kontrollere
om det nuvarende delproblem S; kun indeholder en enkelt lgsning x. | s&
fald er det relativt simpelt at kontrollere om lgsningen er lovlig, samt om den
tilhgrende lgsningsveerdi er bedre end L. | sidstnavnte tilfeelde opdateres L.

| branch-and-bound algoritmen skal vi udregne en gvre graensevardi for
hvert delproblem. Denne udregnes ved at lgse et relakseret problem. Ofte
kan det relakserede problem omformes til en lovlig lgsning for det originale
problem.

For hvert delproblem kan man bruge en heuristik til at finde en lovlig lgs-
ning. Denne kan vaere en gradig algoritme, eller den kan baseres pa andre
tilsvarende principper.

Inden branch-and-bound algoritmen udfares, kan man bruge en del kreefter
pé at finde en god initiel nedre greenseveerdi. Da dette kun skal gares een
gang, behgver algoritmen ikke at vaere specielt hurtig, om end man ofte vil
forvente at den er polynomiel.

5.3 Sggestrategi

Som tidligere naevnt angiver sggestrategien et kriterium for hvilket delproblem S;,
der er det naste, vi skal betragte i branch-and-bound algoritmen.

Man kan umiddelbart forestille sig en raekke forskellige hensigtsmassige strate-
gier: F.eks. kunne det veere en fordel hurtigt at finde en lovlig lgsning, da veerdien
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af denne efterfglgende kan bruges som nedre greenseveerdi £. Man kunne ogsa
veelge at betragte de delproblemer farst, som ser mest lovende ud. Til vurdering af
hvilke delproblemer, der er mest lovende, kan man bruge den gvre granseveerdi.
Endelig kunne man forestille sig, at man gerne vil holde antallet af bne delproble-
mer nede. Derfor kunne en strategi vere farst at veelge de darligste delproblemer
(malt vha. deres gvre grenseverdi), idet disse formentlig hurtigt kan bortskeeres
med en graenseverditest.

Mere formelt har vi:

1. Dybde-farst-sggning. Her valges altid en knude pa laveste niveau i sage-
treeet. Da bladknuderne i sggetraet (uden bortskeering med granseverdi-
test) svarer til lovlige lgsninger, vil denne strategi hurtigt fere os til nogle
lovlige Igsninger. Dette giver os en nedre graenseveerdi £, som vi kan bruge
til at bortskeere knuder med. Strategien er endvidere pladsmassigt fordelag-
tig. Hvis vi antager, at hvert delproblem hgjst forgrenes i et konstant antal
nye delproblemer, s vil der aldrig veere mere end O(m) abne delproblemer,
nar sggetraeet har hgjde m.

. Bedste-farst-sggning. | denne sggestrategi betragter man de delproblemer
farst, som har den starste gvre greensevardi. Man haber her pa at delproble-
mer med en god gvre grensevaerdi ogsa rummer de gode Igsninger. Dermed
vil vi formentlig finde en nedre graensevardi L af god kvalitet. Bedste-farst-
sggning har endvidere den fordel, at vi betragter det mindst mulige sggetree
(se setning 9 side 35).

For at bruge bedste-farst-sggning skal listen L af &bne delproblemer udvi-
des til par af formen (S;, Ui), hvor U; er en gvre greensevardi for S;. De
gvre grensevardier kan beregnes umiddelbart efter opdelingen af S; i del-
problemer (linie 10).

. Bredde-farst-sggning. Her vil man behandle alle delproblemer pa et gi-
vet niveau i sggetraet, inden man fortseetter til naeste niveau i sggetraeet.
Sagt med andre ord vil bredde-farst-sagning udvalge det dbne delproblem
som ligger hgjest i sggetraeet. Argumentet for at bruge bredde-farst-sggning
kunne f.eks. vare, at man gnsker samlet at behandle delproblemer, som har
den samme mangde variable sat til en veerdi. Ulempen ved bredde-farst-
sggning er, at sggetraeet kan blive eksponentielt stort. For nogle problemer
vil bredde-farst-sagning svare til en slags dynamisk programmeringsalgo-
ritme, som illustreret i opgave 3.
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4. Heuristisk styret sggning. Hvis man kender en god heuristik (f.eks. en gra-
dig algoritme) for det givne problem, kan det veere hensigtsmeessigt at ba-
sere sggestrategien pa denne algoritme. Branch-and-bound algoritmen vil
da blive styret mod lgsninger af god kvalitet, hvilket kan bruges til at opna
en god nedre graenseveerdi L. Heuristisk styret sggning kan kombineres med
alle ovenstdende sggestrategier, idet man blandt ligevardige kandidater veel-
ger den knude som heuristisk set ser mest lovende ud.

5.4 Forgreningsregel

Forgreningsreglen definerer, hvorledes et delproblem S; skal opdeles i et antal
mindre delproblemer S, ..., Sik. Forgreningsreglen vil typisk veere problemspeci-
fik, men ved valg af opdeling skal man tage falgende i betragtning:

e Forgrening sker ofte ved tilfgjelse af ekstra begreensninger. F.eks. kan en
variabel settes til en given veerdi, en kant medtages eller fjernes, eller man
kan tilfgje en generel ulighed til problemet. Det er vigtigt at de ekstra be-
graensninger ikke endrer problemets natur for meget, idet man ellers skal
udvikle helt nye greenseverdier for delproblemerne.

Det er sdvanligvis ikke nogen god ide at opdele S; i alt for mange delpro-
blemer S',...,Sk. Hvis man i sit problem har en variabel x; € {0,1,...,100}
vil det naeppe veere nogen god ide at generere et delproblem for hver af de
ekstra begransninger x; =0, Xi = 1, x; = 2, ..., X; = 100. En bingr forgre-
ning efter x; < 50, og x; > 50 ville vare bedre.

Ved opdeling i delproblemer skal man tilstreebe at sggetraeet vokser symme-
trisk. F.eks. hvis det ene delproblem kun indeholder en enkelt lgsning, eller
det ene delproblem umiddelbart kan bortskaeres vha. en granseverditest, sa
har man reelt set ikke faet opdelt kernen af sveare delproblemer.

5.5 Eksempler pa branch-and-bound algoritmer

Eksempel 8 Knapsack-problemet

Den simpleste made at implementere en branch-and-bound algoritme pé er ved
brug af dybde-farst-sggning, idet algoritmen da kan formuleres som en rekursiv
procedure, hvor stakken bruges til at lagre alle delproblemer i L.
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Vi vil illustrere dette princip for knapsack-problemet. Vi anvender heuristisk sty-
ret sggning med den gradige strategi som udveelgelseskriterie. Derfor sorteres alle
genstande efter aftagende profit-veegt forhold (9) inden udfarelsen af branch-and-
bound-delen, séledes at vi farst forgrener pa den genstand, som har starst profit-
veegt forhold. I trdd med den gradige strategi vaelger vi altid at behandle delpro-
blemet med x; = 1 inden delproblemet med x; = 0.

Den rekursive branch-and-bound algoritme for knapsack-problemet bliver da:

BRANCHBOUNDKNAPSACK (P, W, i)
if W > ¢ then return
udregn 71, defineret pa genstande {i, ...,n} og med kapacitet ¢ — W.
en gvre graenseverdi for det betragtede delproblem er U = p+ | U]
if U > L then

ifp> Lthen L =7;x* :=x

Xi :=1; BRANCHBOUNDKNAPSACK (P+ pj, W+ W;,i+1)

Xi := 0; BRANCHBOUNDKNAPSACK (P, W, i+ 1)
endif

Ved hvert kald til BRANCHBOUNDKNAPSACK er i den naste genstand, vi vil

forgrene pa, mens p = z'j;ll pjx; er profitsummen af de allerede valgte genstande,
ogw= zij;]inXj er veegtsummen af de valgte genstande. Inden algoritmen kares
skal man sette x = (0,0,...,0). Den nedre greensevardi L kan initielt sattes til 0,
eller man kan benytte den gradige lgsning fra eksempel 5. Herefter startes branch-
and-bound algoritmen med kaldet

BRANCHBOUNDKNAPSACK (0,0,1).

Hvis vi anvender ovenstaende branch-and-bound algoritme pa instansen fra ek-
sempel 1, fremkommer s@getreeet vist pa figur 3. Traeet gennemlgbes dybde-farst
fra venstre mod hgjre. | hver knude angiver tallet den pagaldende gvre graense-
veerdi . Branch-and-bound algoritmen begynder med en initiel nedre granse-
veerdi £ = 14, der er fundet med den gréadige algoritme. P4 figuren er markeret,
hvor den nedre graenseverdi opdateres til £ = 15. De understregede tal svarer til
ulovlige lgsninger, dvs. lasningsvektorer x hvor 3, wjX; > c.

)

x3=1 x3=0 x3=1 x3=0

® ®

Xa=1 X4=0 Xa=1 X4=0 Xx4=1 x=0

OROBNONONONO,

L=15

Xs=1 X5 =0 X5 =1 X5 =0

® 6 &

Figur 3: Branch-and-bound tree for knapsack-problemet
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Eksempel 9 Dense subgraph-problemet

For at veelge en forgreningsstrategi for dense subgraph-problemet kan man tage
udgangspunkt i grensevaerdien fra eksempel 6. Verdierne T; rummer en gvre
greenseveerdi for, hvor stor kantveegt-summen fra knude i kan blive. Denne gvre
greenseveerdi kan bruges til at designe en heuristisk baseret forgreningsstrategi. Vi
kan antage, at knuder med store vaerdier af T; er attraktive, hvorfor vi farst forgre-
ner pa disse knuder, hvor det farste delproblem vzalger knuden, mens det andet
delproblem udelader knuden. Hvis vi falger det gradige princip, betragter vi farst
delproblemet, hvor en knude valges.
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Nar en knude i forbydes i grafen, kan vi blot slette den tilhgrende reekke og sgjle.
Nar en knude i vaelges i grafen, skal vi slette den tilhgrende reekke og sgjle i kant-
matricen og samtidig modificere (cjj) matricen ved at satte

Cjj = Cjj +Cij +Cji,

for hvert j=1,...,n, hvor j # i. Denne modifikation af matricen betyder at hvis
knude j pa et senere tidspunkt veelges, vil man automatisk fa bidraget cij + cji
regnet med i cj;.
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Eksempel 10 Traveling salesman-problemet (minimeringsproblem)

For traveling salesman-problemet kunne man i princippet valge en forgrenings-
strategi svarende til den for knapsack-problemet: farst veelges en kant fra knude
1, derefter vaelges en kant fra den knude, hvortil man nar, etc. Erfaring viser dog,
at dette ikke er nogen god forgreningsstrategi.

En langt bedre strategi er at tage udgangspunkt i det 1-tree, som blev fundet
ved graenseverdiberegningen. Hvis alle knuder har valens 2, har vi fundet en
Hamilton-kreds, og da vores gvre granseveardi U hgjst svarer til veerdien af denne
Hamilton-kreds, vil vi kunne bortskaere delproblemet med en greenseverditest. EI-
lers m& mindst en knude have valens starre end 2. Velg denne knude og forbyd
pé skift de kanter, som udgar fra knuden. Bemark, at denne forgreningsstrategi
vil have varierende forgreningsgrad alt afhaengig af den valgte knudes valens.

Forbud af en kant (i, j) er temmelig simpelt at implementere. Man setter blot
den tilhgrende kantveegt dij = djj = o. Nér branch-and-bound algoritmen vender
tilbage fra underproblemet, settes kantvaegten til den gamle veerdi.

forbyd (1,7) forbyd (7,8)

| eksempel 7 fandt vi et 1-tree, hvor knude 7 havde valens 3. Derfor forbyder vi
nu pa skift kanterne (1,7), (6,7) og (7,8). | det farste delproblem bliver prisen
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af 1-treet £ = 97. | det andet delproblem finder vi £ = 98, mens i det sidste
delproblem bliver £ = 105. Bemerk, at det sidstnevnte delproblem giver os en
lovlig lgsning, som vi kan bruge som gvre greenseveerdi .

6 Kvalitet af greenseveerdifunktionen

Antag for et givet maksimeringsproblem, at der findes to gvre graenseverdifunk-
tioner Uy 0g Us. Vi gnsker at kunne sammenligne kvaliteten af de to graensever-
difunktioner.

Definition 3 Den gvre grenseveerdifunktion 73 dominerer den gvre graenseveer-
difunktion s, hvis der geelder at:

e 7y < Uy for alle instanser

e Ui < Uy for mindst en instans

Med andre ord skal greenseveerdifunktion ¢I; returnere mindst lige sa gode green-
seveerdier som Uy, og der skal findes instanser, hvor U1 giver skarpt bedre gren-
seveerdier. Definitionen kreever ikke, at 7/ altid giver bedre graenseverdier end
Us. Dette ville vaere meget sveert at overholde.

6.1 Eksempler pa dominans

Eksempel 11 Knapsack-problemet

I eksempel 5 fandt vi en gvre greenseveerdi for knapsack-problemet ved at lgse det
fraktionelle knapsack-problem. Vi vil nu praesentere en alternativ graenseverdi
°, givet ved relakseringen

n n
20, = max pjXj wixj <c, Xj>0,. (29)
KP {le le

Bemark, at der er tale om en relaksering, idet vi har udvidet lgsningsrummet til
T= {(xq,- :Xn) | 3J=1Wjxj < c,xj > 0}. Endvidere har begge problemer samme
objektfunktion.

Antag, at genstandene er sorteret i aftagende profit-veegt forhold som givet ved
(9). Graenseveerdien 7, kan da udregnes som:

C-P1

0
U’ =
KP w1

(20)
Man vil typisk sortere genstandene i henhold til (9) far man kerer en branch-and-
bound algoritme. Gransevardien 1%, kan da findes i tiden O(1) inde i branch-
and-bound delen.

Bemark, at 1%, dominerer 7%, Dette ses af, at 71, findes ved relaksering il
lgsningsrummet T/ = {(X1;...,Xn) | 3]_gWjXj <¢,0 < xj < 1}, mens 2, findes
ved relaksering til T defineret under (19). DaT’ C T og begge relakseringer bruger
samme objektfuntktion geelder 773, < Q..

KP

Det er relativit simpelt at finde et eksempel pa at 7%, < U2, For instansen fra
eksempel 1 er 2, = 27 mens Uy, = 163.

Eksempel 12 Traveling salesman-problemet (minimeringsproblem)

I eksempel 7 sd vi, hvorledes 1-tra relakseringen kan bruges til at finde den nedre
greensevardi LL,. Vi vil her beskrive, hvorledes man kan stramme denne greaense-
veerdi.

Princippet er at omformulere afstandsmatricen (dj), sledes at lengden af en
Hamilton-kreds er uendret, men 1-tree relakseringen returnerer en strammere graen-
seveerdi. Last sagt, sa vil vi “straffe” 1-treeer, som ikke er en Hamilton-kreds. I en
Hamilton-kreds vil der veere netop to valgte kanter for hver knude.

Lad derfor vj vaere valensen af en knude i, dvs. antallet af incidente kanter, som
blev valgt ved Igsning af 1-tree relakseringen. Vi gnsker at “straffe” knuder med
valens stgrre end 2, mens knuder med valens mindre end 2 “belgnnes”. Derfor
modificeres afstandsmatricen d pa falgende vis:

dij = dij+ (vi—2)+(vj—2).

Den nye grensevardi findes ved at bestemme et mindste 1-tree med hensyn til
kantveegtene (dy;):

L2, = min{ Z dfj |H CE,Heret 1-trae}. (21)
(i,))eH
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Hvis vi betragter 1-tree relakseringen fra eksempel 7, sa har knuderne fglgende
valens: vi =2,vo=2,v3=2,V4=2,Vvs =1, vg = 2, v7 = 3, 0g Vg = 2. Dette
betyder, at alle kanter, som er incidente med knude 7, gares dyrere, mens alle
kanter, som er incidente med knude 5, gares billigere. Dermed far vi fglgende
modificerede afstandsmatrix (d/ )k

1 2 3 4 5 6 7 8
0 11 24 25 29 29 16 15
11 0 13 20 31 37 18 17
24 13 0 16 29 39 30 22
25 20 16 0 14 23 19 12
29 31 29 14 0 8 23 14
29 37 39 23 8 0 15 21
16 18 30 19 23 15 0 8
15 17 22 12 14 21 8 O

00 ~NOoO O WN R —

Ved lgsning af 1-tre relakseringen for det modificerede problem findes xo3 =
X34 = X48 = X5 = X5g = X78 = X12 = X183 = 1, hvor de farste seks kanter angi-
ver det mindste udspaendende tree blandt knuderne 2,...,n. Samlet fas en nedre
graenseveerdi pd £2, = 97.

For at vise, at LTZSP er en lovlig nedre grenseverdi, skal vi godtgare, at der er
tale om en relaksering. Lgsningsrummet S = {H C E,H er en Hamilton-kreds}

er en delmeaengde af T = {H C E,H er et 1-tre}, som bemerket i slutningen af
eksempel 7. Objektfunktionen kan skrives:

g(X)=(2 di= Y (dij+Vvi—2)+(vj-2). (22)

i,j)eH (i,j)eH
Men for enhver Hamilton-kreds har vi

9 =y (dij+(vi-2)+(vj-2)
(i,J)eH
dij+ (vi—2)+ ; (vi—2)
(i,j)eH (i,j)eH (i,j)eH
> dij+0+0 = f(x),
(i,J)eH

hvor f(x) angiver den originale objektfunktion som defineret i (16). Bemerk, at
summerne ¥ ; jen (Vj — 2) bliver nul for enhver Hamilton-kreds, idet kanterne i
H vil g& igennem hver knude netop een gang, og summen af valenserne er netop
2|H|. Vi kan nu se, at problemet (21) har den egenskab, at g(x) = f(x) for alle
lgsninger x € S.

Man kan gentage iterationsprocessen et antal gange. For ovenstéende eksempel
giver de efterfglgende iterationer greensevardierne 98,99, 99, 100.

Lad £3, = maxi—1,_x £2.0) betegne den bedste grenseverdi fundet ved oven-
stéende metode med k iterationer. Da gaelder, at £3, dominerer £1_. Det ses nemt
at £3, < 1, idet den forste iteration foregdr med den originale afstandsmatrix,
saledes at vi finder samme graenseveerdi som £1.. Endvidere viser ovenstéende
eksempel, at der findes en instans, hvor £3, > £1_.

7 Kiritiske og Semikritiske delproblemer

Vi betragter som tidligere et optimeringsproblem pa formen z = max{f(x) | x €
S}. Lad der veere givet en forgreningsregel som opdeler S i mindre delproblemer
S1,-..,Sm, 09 en gvre grenseverdi-funktion U(S;). Et delproblem S; siges at veere
kritisk hvis og kun hvis der gelder at

U(Si) > 2. (24)

hvor z er den optimale lgsning.




Det er oplagt, at uanset hvilken sggestrategi og startlasning L vi benytter, s skal
alle kritiske delproblemer behandles af branch-and-bound algoritmen.

Pa tilsvarende made siger vi, at et delproblem S; er semikritisk hvis og kun hvis,
der geelder at
us) >z (25)

Seetning 8 Hvis z er kendt fra starten, vil enhver branch-and-bound algoritme
kun gennemsgge de kritiske delproblemer (svarende til den valgte forgreningsregel
og graensevardi-funktion).

Bevis: Et delproblem er kritisk, hvis ¢(S;) > z. Hvis vi bruger den nedre granse-
veerdi £ =z i alle delproblemer, kan vi forkaste alle delproblemer med U(S;) < z.
O

Det interessante ved ovenstdende stning er, at hvis vi kender den optimale lgs-
ning fra starten, er der ingen forskel pa bedste-farst-, dybde-farst-, eller bredde-
farst-sagning. Man kan derfor anvende den mest pladsbesparende variant.

Seetning 9 Uanset den initielle nedre graensevaerdi vil bedste-farst segestrategien
kun behandle de semikritiske delproblemer.

Bevis: Vi beviser dette indirekte. Antag, at bedste-farst sagestrategien behandlede
et delproblem S;, der ikke var semikritisk, dvs. at U(S;) < z. Dette kan kun lade
sig gere, hvis vi pa det givne tidspunkt har £ < z, idet vi ellers ville forkaste
delproblemet med greenseverditesten (17). Da vi bruger bedste-farst-sggning ma
der geelde, at U(S;) > U(S;) for alle andre delproblemer S; € L. Men s har vi for
alle delproblemer i L, at

U(Sj) < USi) <z,

dvs. z kan ikke findes i nogen af dellgsningsrummene, s z findes ikke. O

Setningen siger med andre ord, at bedste-farst-sggning sikrer, at den optimale
Igsning z vil blive fundet, inden man betragter delproblemer S; med (S;) < z.

8 Kunsten at designe en god branch-and-bound al-
goritme

Da branch-and-bound paradigmet bruges til lgsning af AP-harde optimerings-
problemer, kan man sjeldent matematisk bevise, at en given branch-and-bound
algoritme er bedre end andre. | stedet ma man foretage en empirisk afprevning
med typiske dataset for at godtgere, at en algoritme er godt designet.

Felgende tommelfingerregler kan benyttes ved design af algoritmer:

Det formentlig vigtigste valg i design-processen er greenseverdifunktionen.
Her skal man tilstreebe den strammest mulige graenseveerdi, som kan opnés
i polynomiel tid. Da sggetraet vokser eksponentielt vil enhver polynomiel
greenseveerdi, som effektivt kan bortskeere store dele af segerummet, asymp-
totisk set kunne betale sig. Erfaringsmaessigt skal graenseverdifunktionen
give graenseveerdier, som ligger 1 — 2% fra optimum, for at den kan bruges
til noget. Hvis grensevardien ligger 20 — 30% fra optimum, kan man lige
sé godt bruge brute-force opremsning.

Nar farst greenseveerdifunktionen er valgt, skal man veelge forgreningsreg-
len, saledes at de ekstra begraensninger i delproblemerne kan handteres ef-
fektivt af greensevaerdifunktionen.

Det er en god ide at lsegge mange kreefter i at konstruere en god startlgsning.
Den ideelle situation er at finde en nar-optimal lgsning med heuristikker,
saledes at branch-and-bound algoritmen kun bruges til at bevise optimalitet
af denne lgsning.

| praksis vil man ofte have en tidsfrist for, hvad brugerne vil acceptere som
“rimelig” keretid. Samtidig vil brugeren have et antal instanser, som gn-
skes Igst i denne tid. | en s&dan situation er det kunsten at afveje nytten af
stramme (men tidsmaessigt dyre) graensevardier overfor lgsere (men tids-
maessigt billige) greenseveerdier.

Branch-and-bound egner sig til parallel beregning, dvs. at mange processo-
rer deltager i lgsning af et optimeringsproblem. ldeelt set kan M processorer
gennemsgge l@sningsrummet M gange hurtigere end pa en enkelt processor.
Dette galder dog kun safremt, der ikke spildes en veesentlig del af cpu-
tiden pd kommunikation mellem processorerne, og safremt processorernes
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arbejde ikke “overlapper”. Se Clausen [6] eller Xu og Lau [25] for en dy-
bere diskussion af parallelle algoritmer. Der findes et antal softwarepakker
til radighed, som kan gere algoritmeudviklingen hurtig, se f.eks. [23].

Der er i de seneste ar praesenteret en del forbedringer til branch-and-bound
metoden, heriblandt strong branching af Linderoth og Savelsbergh [17], lo-
cal branching af Fischetti og Lodi [9], pseudocost branching af Benichou
m.fl. [5], samt endelig reliability branching af Achterberg, Koch og Martin
[1].

Local branching har til formal at fastholde sggningen i omrader med gode
lgsninger. Hvis algoritmen allerede har fundet en god kandidat-lgsning, vil
local branching forhindre branch-and-bound algoritmen i at sage langt veek
fra denne lgsning. Dette gares ved at tilfgje en ny begreensning til problemet
som sztter en gvre grense pa antallet af variable der ma andres i forhold
til kandidat-lgsningen. Farst nar hele det tilhgrende lgsningsrum er blevet
undersggt, undersgges lgsninger som afviger mere fra den givne kandidat-
lgsning.

Strong branching er en teknik til at udvaelge en god forgrenings-variabel i
branch-and-bound algoritmen. Strong branching undersgger et antal kandidat-
variable specificeret af brugeren. For hver kandidat-variabel testes samt-
lige forgreninger og de tilhgrende greenseverdi udregnes. Baseret pa disse
stikprgver vealges en af de foresldede kandidat-variable til den egentlige for-
grening i branch-and-bound algoritmen.

Pseudocost branching vedligeholder information om hvor succesfuldt det
har veeret at forgrene pa hver enkelt variabel. Reliability branching kom-
binerer ideerne fra pseudocost branching og strong branching. Achterberg,
Koch og Martin [1] sammenligner en rekke af de bedste branching strate-
gier eksperimentelt.

Der findes en rekke open-source pakker tilgengelige pa nettet som gar
det nemmere at udvikle en branch-and-bound algoritme. Disse omfatter
bl.a. COIN [18] og ABACUS [12]. Begge er specielt velegnet til at udvikle
branch-and-cut og branch-and-price algoritmer.

Som med alt andet her i livet er erfaring en uvurderlig hjeelp. Jo flere branch-
and-bound algoritmer man har designet, des bedre har man faling for, hvor-
dan de enkelte komponenter skal kombineres for at skabe en god algoritme.
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9 Opgaver

Opgave 1 | afsnit 1 blev det navnt at teorien om A’ P-fuldsteendighed ikke ude-
lukker, at mange instanser for et A_P-hardt optimeringsproblem kan Igses i poly-
nomiel tid.

Betragt subset-sum-problemet defineret pd en mangde heltal S = {s1,52,...,5n}
samt heltallet t. Subset-sum-problemet i optimeringsversionen sgger en delmangde
§'C S, 54y jcgs; kommer sé teet pa t som muligt uden at overskride t.

1 Vis, at subset-sum-problemet kan lgses i O(nt) tid vha. dynamisk program-
mering

2 | Cormen m.fl. [7] afsnit 34.5.5 vises, at subset-sum-problemet i afgerlig-
hedsversionen er A_P-fuldsteendigt ved reduktion fra 3CNF-satisfiability.
Opskriv et udtryk for starrelsesordnen af t ved denne reduktion i forhold til
input-sterrelsen af 3CNF-satisfiability.

3 Siger reduktionen fra 3CNF-satisfiability noget om svarheden af at lgse
subset-sum for sma veerdier af t? Er subset-sum “sveert” at Igse i praksis,
hvis de fleste realistiske problemer omfatter moderat sma vardier af t?

Opgave 2 Bevis, at hvis den optimale lgsning z kendes fra starten af en branch-
and-bound algoritme, vil alle sggestrategier besgge lige mange knuder.

Opgave 3 Betragt knapsack-problemet, som blev defineret i eksempel 1.

e Brug bredde-farst-sggning for instansen fra eksempel 1, hvor du benytter
grenseveerdi U2, til at bortskare delproblemer.

Vi definerer dominans af delproblemer som falger: Betragt to delproblemer
S1 09 Sy, hvor begge problemer rummer preecis den samme mengde frie
variable. Lad endvidere p, veere profit-summen svarende til de variable, der
er blevet last fast til en veerdi ved forgrening i S;, og Wy vare den tilhegrende
veegtsum. P& samme made definerer vi p, og W, for delproblem S,. Vi siger,
at S; dominerer S, hvis

P1 2> P2 09 W1 < Wo.

Vis, at hvis S; dominerer Sy, sa kan S, forkastes uden, at vi gar glip af en
optimal Igsningsverdi.
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e Brug dominans i bredde-farst-sagningen fra forste del af opgaven.
e Kan man give en gvre graenseveardi for keretiden af algoritmen?

e Sammenlign bredde-farst-sggning, hvor man bruger dominans, med dyna-
misk programmering.

Opgave 4 | dense subgraph-problemet blev det antaget at alle kantvaegte er ikke-
negative. Vis, at hvis der findes negative kantveegte, s kan problemet transforme-
res til et &kvivalent problem uden negative kantvaegte. A£kvivalent betyder her, at
man vil finde den samme lgsning U, men ikke ngdvendigvis den samme Igsnings-
verdi.

Opgave 5 | definitionen af et optimeringsproblem (1) er vi kun interesseret i
en enkelt lgsning, som maksimerer objektfunktionen. Der findes dog anvendel-
ser, hvor man har behov for at finde samtlige optimale lgsninger. Hvorledes skal
branch-and-bound paradigmet e&endres, saledes at man kan bestemme samtlige op-
timale lgsninger?

Opgave 6 Betragt et optimeringsproblem pa formen (1), hvor vi antager at alle
beslutningsvariable er 0-1 variable. Det vil tydeligvis veere en fordel, hvis man pa
forhand kunne lase nogle af variablene fast pa deres optimale veerdi. Dermed ville
branch-and-bound algoritmen kunne ngjes med at gennemlgbe et mindre sggetre,
séledes at karetiden reduceres.

Variabelreduktion kan ses som et specialtilfelde af branch-and-bound algorit-
men. Hvis der er n beslutningsvariable X1, ..., Xn, vil man gennemlgbe disse for
i=1,...,n 0g hver gang anbringe variabel x; i rodknuden af branch-and-bound
algoritmen. Algoritmen vil da forgrene pa to delproblemer Sio (hvor x; = 0) og St
(hvor x; = 1). Graenseverdierne for de to delproblemer bestemmes til ‘u? 0g fall

e Bevis, at hvis U° < £ for en given nedre graenseveerdi £, s& kan vi lase
veerdien af xj til 1. Bevis tilsvarende, at hvis ‘Uil < L, s& kan vi lase veerdien
af x; til 0.

o Det kunne vare gnskvardigt at bruge kriteriet 70 < £ til at I3se vaerdien af
xi til 1 (og tilsvarende ved I&sning til 0). Under hvilke omstaendigheder kan
man benytte denne strammere test?
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originale problem

Xj=0 Xj=1

Figur 4: Forgrening pa de to forskellige vardier af x;.

o Anvend begge reduktionsprincipper pd knapsack-problemet fra eksempel 1,
hvor £ =14.

e Generaliser princippet til problemer, hvor beslutningsvariablene ikke nad-
vendigvis er 0-1 variable.

Opgave 7 Lagrange-relaksering. Betragt knapsack-problemet

n n
z:max{z PiXj| Y wixj <c, xje{O,l}}. (26)
= 1

=1 I=

For et givet reelt tal A > O sletter vi begreensningen zrj‘,lexj < c og tilfgjer i
stedet “straffen” —A(3'_; wjxj —c) i objektfunktionen. Dermed far vi problemet

\R= iXj—A iXj— i 0,1} ». 27
z max{lzlpjxJ <jzlexJ c) Xj €4 }} 27)

e Visat (27) er en relaksering af (26) for ethvert A > 0.

e For instansen fra eksempel 1 aftegn z,, som funktion af A i intervallet [0, 5].
For hvilken veerdi af A fas den strammeste greenseveerdi?

e Betragt knapsack-problemet i generel form (26), og lad b veere givet som i
(10). Vis at A = pp/wy, forer til den strammeste greenseveerdi. Vi vil betegne
denne grensevardi 2.

o Galder der, at 712, dominerer 712, eller vice versa?
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Opgave 8 Assignment-problemet kan defineres som falger:

n n n
Z=min CijXij ZXiJZl, Xij=l, XijG{O,l} .

{J’zl i= le
Sagtiord er der givetetantal job j=1,...,nog etantal medarbejderei=1,...,n.
Endvidere er der en omkostning c;; ved at lade medarbejder i udfgre job j. Pro-
blemet er at tildele hver medarbejder netop et job, sdledes at de samlede udgifter
minimeres. Assignment-problemet kan lgses i polynomiel tid.

e Brug assignment-problemet til at udlede en nedre graenseveerdi for traveling
salesman-problemet.

e Bevis, at der er tale om en relaksering.

e Huvis vi kalder den fundne grenseveerdi £4,. Galder der da, at £4,, domi-
nerer £1.2

Opgave 9 Vi betragter igen dense subgraph-problemet fra eksempel 2 og 6. Vi
udleder nu en ny greenseveerdi 12, der beregnes som falger. Farst finder vi

DSP?

Z)cij ugv,|U|=k—1}, (29)
€

i :cﬁ—max{
j

og derefter

fuﬁspzmaX{%Ci UcV,ul=ks. (30)
i€

e Visat 72, er en lovlig grenseveerdi.

e Visat 12, dominerer 73,

Opgave 10 Bevis, at hvis antallet af semikritiske delproblemer i sggetreeet for en
given branch-and-bound algoritme er polynomielt begreaenset, sa tilhgrer proble-
met klassen .

Opgave 11 1 afsnit 4.3 definerede vi monotonitet af graenseverdi.

e Vis, at grensevaerdierne i0,, i%,, 12, er monotone.

KP? KP?

o Huvilke af grenseveerdierne £, £3_, £4_ er monotone?

TSPy TSPy

4
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traveling salesman-problemet, 5, 9, 20,
30,32,41
TSP, 5,9, 20, 30, 32, 41

udspeandende tree, 20
underproblem, 15

valens, 32
verificere, 5, 11
veegt, 7

abne delproblemer, 22

gvre greenseveardi, 15, 23
Ulep, 19, 20, 41
Udep, 41
Up, 31, 32, 38, 41
Ugp, 17, 18, 27, 32, 40, 41
Uzp, 40, 41

gvre greensevaerdifunktion, 23
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