3. januar

Resume sidste to gang

e Sprog L : maengden af instanser for et afgarligheds-
problem hvor svaret er 1.

e 7 ={L:L genkendes af en algoritme i polynomiel tid}
e A\(? ={L :L verificeres af en polynomiel tids algoritme}

e Q er a(?-fuldsteendig hvis og kun hvis
QeNPOgVRENP (R <y Q

e CIRCUIT-SAT er a2 -fuldsteendig

e SAT er a_p-fuldstendig

e 3CNF-SAT er a2 -fuldsteendig

e CLIQUE er a_p-fuldstaendig

e VERTEX-COVER er A -fuldsteendig

Problemer Q <y, R reduceres kun den ene vej, men
f.eks. CLIQUE <pq CIRCUIT-SAT <,q 3CNF-SAT



Oversigt

Vi fortseetter beviser for A/ -fuldsteendighed.

CIRCUIT-SAT
i
3CNFl-SAT
/\
CLIQUE SUBSET-SUM
VERTEXl-COVER
HAI\/I-ClZYCLE
TSlP

| dag:
e Hamilton kreds
e Traveling salesman problem
e Subset-sum problem

Start pa branch-and-bound



Hamilton-Kreds

HAM-CY CLE afgarlighedsproblem:

HAM-CYCLE = {< G >: der findes en kreds i
grafen G = (V,E) sa hver
knude besgges een gang

For eksempel




HAM-CYCLE er a(?-fuldstendig

1 Bevis at HAM-CYCLE € (P
2 Velg et kendt AP -fuldstaendigt problem

3 Beskriv en algoritme f som afbilder
VERTEX-COVER — HAM-CYCLE

4 Bevis at f opfylder x € VERTEX-COVER <
f(x) € HAM-CYCLE for alle x € {0,1}*

5 Bevis at f karer i1 polynomiel tid.

VERTEX-COVER og HAM-CYCLE




HAM-CYCLE er a(?-fuldstendig

Intuition: En knude-overdaekning opfylder
a) veelger k knuder
b) nar knude vaelges, markerer vi insidente kanter
c) alle kanter skal markeres 1 eller 2 gange

Hver kant repraesenteres af widget (dims)

@ )

@

c) hver widget kan gennemlgbes 1 eller 2 gange
a) tilfgjer k ekstra knuder s1,So, . .., Sk

b) nar besgger knude s; gennemlgbes insidente kanter



HAM-CYCLE er a(?-fuldstendig

Widget (dims, dippedut, dingenot)

[u,v, 1] [v,u,1]

[u,V, 6] [v,u, 6]

[u,v,1] [v,u,1]

[u,V, 6] [v,u, 6]

[u,v,1] [v,u,1]

=)
<
)

<
c
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HAM-CYCLE er a(?-fuldstendig

Konstruktion
W X
k=2
Z

S1

XXEX

(z,w, 1]

(z,w, 6]



HAM-CYCLE er a(?-fuldsteendig

Samlet graf

2w,6)




HAM-CYCLE er a(?-fuldstendig

o f opfylder
X € VERTEX-COVER = f(x) € HAM-CYCLE

o f opfylder
f(x) € HAM-CYCLE = x € VERTEX-COVER

o f karer i polynomiel tid

— knuder:
x 1 widgets: 12E
x Knuder sq,...,Sk: K
— kanter:
x 1 widgets: 14E
x Knuder sq, ..., Sk til widgets: 2kV
« Imellem widgets: 2E —V
— Bemeerk: k <V



Traveling salesman problem

Givet en ikke-orienteret graf G = (V,E) med vaegte (af-
stande) c;; knyttet til hver af kanterne e;;. Find en Hamilton-
kreds af mindste lengde.

A ., B
1 1
5 8
D 2

Afgarlighedsproblem

TSP ={< G,c,k >: G har en Hamilton-kreds af l&engde < k}

hvor
G = (V,E) erenkomplet graf
C er en afstands matrix
K er et heltal
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TSP er a(?-fuldsteendig

1 Bevisat TSP € A/
2 Veelg et kendt A/ -fuldstendigt problem HAM-CYCLE

3 Beskriv en algoritme f som afbilder HAM-CYCLE
— TSP

4 Bevis at f opfylder x e HAM-CYCLE < f(x) € TSP
forallex € {0,1}*

5 Bevis at f karer i1 polynomiel tid.

Reduktion:
e Giveten instans G = (V,E) af HAM-CYCLE

e Konstuer komplet graf G’ = (V,E’)
e Afstande

___{O hvis (i, j) € E
“i=9Y1 hvis(i,j)¢E

e Stk =0
e /Ekvivalente TSP: < G’,c,k >
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TSP er a(?-fuldsteendig

HAM-CYCLE

(V,E)

TSP

(V,E',c) 0 0
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Subset-sum problem

Subset-sum problemet (delmangde sum):
e Givet maengde af heltal S = {s3,5, ..,Sn} samt heltal t

e Findes der en delmangde S’ C S sa

ZSJ':'[

jes
For eksempel

S={1,2,7,14,49,98,343,686,2409,2793,16808,17206,117705,117993}

t=138457

har lgsning
S = {1,2,7,98,343,686, 2409, 17206, 117705}

Afggrlighedsproblem

SUBSET-SUM = {< S,;t >: der eksisterer en
delmaengde S' C Ssa §jcgS; =1}
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SUBSET-SUM er a7 -fuldsteendig

Bevisets gang
1 Bevis at SUBSET-SUM € A(?
2 Velg et kendt AP -fuldsteendigt problem 3CNF-SAT.

3 Beskriv en algoritme f som afbilder 3SCNF-SAT +—
SUBSET-SUM.

4 Bevis at f opfylder
X € 3CNF-SAT < f(x) € SUBSET-SUM

forallex € {0,1}*
5 Bevis at f karer 1 polynomiel tid.
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SUBSET-SUM er a7 -fuldsteendig

3CNF-SAT

CiNCONC3INCy
(Xp V=XV =X3) A (=X1 VX2V =X3) A (=X V=X V X3) A (X1 V X2 V X3)

¢

tilfredsstillende tildeling: x; = 0,x, =0,x3=1
Ved at literaler i clausul er forskellige

Transformation

X1 Xo X3 Cl C2 C3 C4

X1 Vi = 1 0 01 0 0 1
-x1/vy =1 0 0 0 1 1 O
X2 Vo = 0O 1 0 0 0 O 1
X2V, = 01 0 1 1 1 O
X3 V3 = O 01 0 O 1 1
X3V = 0 0 1 1 1 0 O
sT;=0001 0 0 O

ss =000 2 0 0O

s, =000 0 1 0 O

s, =000 0 2 0 O

s3s =0 0 0 0 0 1 O

ss =000 0 0 2 0

s, = 0 0 0 0 0 0 1

s, =000 0 0 0 2

t =1 1 1 4 4 4 4
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SUBSET-SUM er a7 -fuldsteendig

formelt
e hver variabel x; to heltal vi og vi i S
o for hver klausul C; to heltal sj og sj i S

e malsum t har 1 i hver sgjle svarende til variabel, 4 i
hver sgjle svarende til klausul

e regner 10-tals system (faktisk ville base 7 vare nok)
e alle heltal 1 S er forskellige
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SUBSET-SUM er a7 -fuldsteendig

e Viser
X € 3CNF-SAT = f(x) € SUBSET-SUM

e Viser

X € 3CNF-SAT < f(x) € SUBSET-SUM

Karer 1 polynomiel tid
e S indeholder 2n + 2k heltal hvert heltal n + k cifre
e output (2n+ 2k)(n+ k) cifre
e hvert ciffer genereres i polynomiel tid
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Opsummering

De a(P-fuldsteendige problemer er vores bedste bud til at
Vise NP £ P.

e Hvis der findes et a2 -fuldsteendigt problem som er
lzseligt i polynomiel tid, sa er Al = 2.

e Hvis et problem 1| a(? ikke kan lgses 1 polynomiel
tid sa kan ingen a‘?-fuldsteendige problemer lgses i

polynomiel tid.

Samlinger af a(?-fuldsteendige problemer findes |

e Garey and Johnson (1979) "Computers and Intracta-
bility: a guide to the theory of NP-completenes”.

e Crescenzi and Kann (1995) A compendium of NP
optimization problems”.
(link findes pa hjemmesiden)
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Lagsning af a(7-harde problemer

e Lgs til optimalitet i eksponentiel tid
e Find tilneermet lgsning i polynomiel tid

Oversigt

e Optimeringsproblemer «— afgarlighedsproblemer
e Klassen £ x 2, og brute-force metoden

¢ Divide-and-conquer

e Graenseveerdier

e Branch-and-bound

e Et konkret eksempel: knapsack problemet

Selv om alle A/ -fuldsteendige problemer kan reduceres
til hinanden skal specifik struktur udnyttes
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Afgarlighedsproblem versus optimeringsproblem

Traveling Salesman, afggrlighedsproblem

TSP ={< G,c,k>: G=(V,E) erenkomplet graf,
c er en afstands matrix,
K er et heltal,
G har Hamilton-kreds af lengde < k}

Traveling Salesman, optimeringsproblem

TSP-OPT = {< G,c>: G = (V,E) er en komplet graf,
c er en afstands matrix,
find korteste Hamilton-kreds}

Optimeringsproblemer mere naturlige, “nemmere” at lgse

A P-hard

e Optimeringsproblem er A(?-hardt <
e Tilhgrende afggrlighedsproblem er o ? -fuldstendigt
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Optimeringsproblemer og afgarlighedsproblemer

Optimeringsproblem i1 maksimeringsform

z=max{f(x)|xeS}

e f(X) er objektfunktionen

e S er lgsningsrummet

e Z er optimale lgsningsveardi

e optimale lgsning, dvs. det x* hvor z = f(x*)

o verifikation af x* lige sa svaert som at lgse problem

Optimeringsproblem 1 minimeringsform

z=min{f(x) | x € S}

omformes ved at maksimere — f (x)
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Knapsack problem

e profit af genstand p; € N
o veegt af genstand wj € N
e kapacitet af rygsek c € N

z= max{lipjxj ‘ Jiwjxj <¢C, X € {0,1}}

e objektfunktion f(x) = 37_; pjX;

e lgsningsrum S = {x € {0,1} ‘ > i—1Wjx; < c}

Eksempel
c=9,n=7

J11 234567

pj|6 5 8 96 7 3

wj 23675894
Optimale lgsning: veelg genstande 1 og 4, z = 15.
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S@gebaserede algoritmer

e polynomielle problemer: konstruktiv algoritme
e A(?-harde problemer: sggebaseret algoritme

Branch-and-bound

e Sggebaseret
e Paradigme
e Total gennemsggning af lgsningsrummet (brute-force)

e Matematiske overvejelser udelukker dele af lasningsrummet
(greensevearditest)

e Opdeler lgsningsrum (divide-and-conquer)
e “Samler” lgsninger fra delproblemer
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Brute-force metoder

Definition 1 Klassen £ x #: afgarlighedsproblemer som
kan lgses i eksponentiel tid pa deterministisk TM

Lc zxe < 3p(n):vx |x| =n, x kan afgares i tid 2P

For ethvert A(2-problem
e findes et “kort” (dvs. polynomielt) certifikat

e kan et certifikat verificeres i polynomiel tid

Seetning 1 Hvis L € A(? sa gelder ogsaatL € £x 2

Algoritme:
e Gennemlgb alle kombinationer af certifikatet

e For hvert certifikat test om verifikationsalgoritmen re-
turnerer “ja”

Karetid:

e \erifikationsalgoritme A(x,y) hvor |y| < pa(
JIQS)

e Alle konbinationer af certifikat 21 < 2P2()

e Hvert certifikat verificeres i p1(|x|)
o Tid: 2P2(X). p,(|x|) = 2P2(X)). 2logpPa(X]) — 2Pa([x)+logPa(X)

), karetid

Lasningsrummet for et A(2-hardt problem er begraenset!
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Divide and Conquer

e Brute-force metoden for afgarlighedsproblemer
e Divide and conquer for optimeringsproblemer

z=max{f(x)|xeS}

Seetning 2
e S=S5;U...USkopdeling af S 1 mindre maengder
e z; = max{ f(X) | x € S;} lgsningsveerdi for S;
e sa gelder

Bevis:

z = max{f(x)|xeS}
= max{f(x) | x € SU...US}
= makaax{f(x)|xesi}

.....

Delproblem: optimeringsproblem begraenset til S;
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Divide and Conquer, eksempel

Knapsack problem, n = 3 genstande, kapacitet c = 6
J11 2 3
pj |6 8

Wj 2 6

3
4

e Lg@sningsrum
n
S={(Xg,.--,Xn) | ijxj <c,X;€40,1}}
J:

e Opdeling af S: x; seettes til O eller 1

81:{(X1,...,Xn)§S|X1:O}
So={(Xg,...,%Xn) €S |x1 =1}

e Opdeling af Sp: X, seettes til 0 eller 1

S3Z{(X1,...,Xn) QSl|X1:O,X2:O}
S4Z{(X1,...,Xn) QSl|X1:O,X2:1}

e lllustrere opdelingen af S med et sggetra
e Hver knude svarer til et delproblem S;

Optimal lgsning til f.x. Ss: max{zy1,21,} = max{6,9} =9
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Figur 1. Opdeling af lasningsrtum. De lyse tal svarer til ulovlige lasninger, dvs.
| gsningsvektorer x hvor 37, wjx; > c. -



I
o
|
[EEY

X1 X1

Xo =0 Xo =1 Xo =0 Xo =1

& & & G

X3=0 X3=1 XxX3=0 Xz=1 x3=0 xX3=1 x3=0 x3=1

Do Yeoq

x 000 001

f(x) O 3 8 ulovlig 6 9 ulovlig ulovlig

Figur 2: Segetreefor knapsack problem. De lyse tal svarer til ulovlige l@sninger,
dvs. lgsningsvektorer x hvor 31, wjx; > c.
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Graenseveerdier

z=max{f(x)|xeS} f.x. S delproblem

e nedre graenseverdi L e R: £ <z
e gvre greensevaerdi 4 e R: u >z

For enhver lgsning X’ € S er f(x’) nedre graenseveerdi

A

S
T

Definition2 P :z=max{f(x)|x €S}
R:zr=max{g(x) |[xe T}
R er en relaksering af P hvis
(()SCT
(i) g(x) > f(x) forallex € S
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Saetning 3 Hvis R er en relaksering af P sa geelder zg > z.

Bevis

e X* opt. lgsning for P: f(x*) =z

e Fra (ii) dax* € S geelder g(x*) > f(x*)

e Fra (i) gaelderx* T

o zr=max{g(x) | xeT}>g(x*) > f(x*) =z
Gransevardier

e Lasning zg til relaksering R er gvre grenseveerdi u
e Ofte kraeves at relaksering kan lgses effektivt

Granseveerditest

Lad ¢ veere gvre graenseveerdi for S;
Hvis ¢ < z sa findes ikke forbedrende lgsning i S;
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Divide and congquer

S=S1U...USkopdeling af S
zi=max{f(x) |xe S}

Seaetning 4
e £ er nedre graensevardi for delmaengde S;

e daer L = maxj—1__xLjen nedre grenseveerdi for S

Bevis Da £; <zjharvi L = makai < maxkzi —Z
i=1 i=1,...,

Ty ey

Saéetning 5
e ;i er gvre graenseveerdi for delmaengde S;

e daer ¥ =maxj—1__kU; en gvre grenseveerdi for S

BevisDaz; < ¢ harvi u = maxkfai > maxkzi —7Z
i=1,.... i=1,....

Seetning 6 f(x) heltallig for ethvertx € S
e I er en gvre graensevardi

e daerogsa | u | en gvre grenseverdi
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Knapsack problem, gvre graenseverdi

Fraktionelle knapsack problem i Cormen
. n n
U, = maX{leijj ‘ JZleXj <c, 0<x; < 1}
Originale knapsack problem
F(x) =31 PiXj
S = {(xl,...,xn) >i_1WiXj < C,Xj € {O,l}}
Fraktionelle knapsack problem
9(X) = Y j-1PjX]
T = {(xl,...,xn)

Da f(x) = g(x) er kriterium (ii) i definition 2 overholdt.
Envidere er S C T, hvorfor kriterium (i) ogsa er opfyldt.

n
zj:1Wij <c,0< Xj < 1}
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Branch-and-bound

z=max{f(x)|xeS}

1 £:=—oo;L:={S}

2 while L#£0

3  velg et delproblem S; fra L

4  L:=L\{S}

5 ifSj # 0then

6 find en gvre greenseverdi U (S;)

7 find en lovlig lgsning x 1 S;

8 if u(S;j) > £ then

9 If f(X) > £ then £ := f(X); X" :=x

10 opdel S; i delproblemer St, ..., Sk

11 tilfg) delproblemerne til L, dvs. seet
L:=LU{SL...,S%

12 endif

13 endif

14 endwhile

e L en liste af delproblemer S; givet ved de tilhgrende
lasningsrum. Listen L vil ofte veere organiseret som
en prioritetska.

e Vi kalder delproblemerne i L for abne delproblemer,
mens deproblemer der allerede er blevet behandlet kal-
des lukkede delproblemer.

e global nedre grenseveardi £, tilhgrende lgsning x*.
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Branch-and-bound

En branch-and-bound algoritme for et maksimeringspro-
blem vil derfor besta af falgende fire komponenter:

1. En gvre graenseveardifunktion som for et givet del-
problem returnerer en gvre graense pa vaerdien af den
bedste lgsning vi kan finde 1 delrummet.

2. En nedre graenseveerdi som pa ethvert tidspunkt angi-
ver den hidtil bedst kendte lgsning.

3. En sggestrategi som fastlaeegger en raekkefglge for be-
handlingen af delproblemer.

4. En forgreningsregel som for alle delproblemer som
Ikke kan forkastes af greensevaerditesten, angiver hvor-
ledes det tilhgrende Igsningsrum skal opdeles. Der-
med skabes to eller flere nye delproblemer.
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