16. december

Resume sidste gang

e Abstrakt problem, konkret instans, afggrlighedsproblem
e Effektiv kodning (pol. relateret til binaer kodning)

e Sprog L : maengden af instanser for et afgarligheds-
problem hvor svaret er 1

e 7 ={L:L genkendes af en algoritme i polynomiel tid}
e A(? ={L :L verificeres af en polynomieltids algoritme}
o P C NP

e Q er a/P-fuldstendig hvis og kun hvis
QeN?PogVRENP R <y Q

e CIRCUIT-SAT er a2 -fuldsteendig



Essentielle spgrgsmal: A’z = 2 ?

Et problem Q kaldes A/ -fuldstendigt <

1Qeqnr
2VReENP R <pg Q
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Saetning

Hvis der findes et A2 -fuldsteendigt problem som er lgseligt
i polynomiel tid, sa er AP = .

Hvis et problem i a(? ikke kan lgses i polynomiel tid sa

kan ingen /2 -fuldstaendige problemer lgses i polynomiel
tid.



Oversigt, idag

Bevise at en reekke problemer er a2 -fuldsteendige.
Yderligere eksempler kan findes | Garey and Johnson

CIRCUIT-SAT
%
3CNFl-SAT
/\
CLIQUE SUBSET-SUM
VERTE)i—COVER
HAI\/I-ClZYCLE
TSlP

e Beviser ikke (2) fra grunden, men bruger reduktion
e CIRCUIT-SAT har givet os "foden inden dgre”

e men CIRCUIT-SAT er for generel




Hjaelpesatning
e Hvis L er et sprog hvor L' <y L for et problem L’ €
APC saer L a‘r-hardt.
e HvisendvidereLe AP saL € A(PC

Teknik til bevisaf L € A‘pC
1 Bevis at L € AP (dvs kan verificeres i poly. tid)
2 Velg et kendt a P -fuldstendigt problem L’
3 Beskriv en algoritme f som afbilder L' — L
4 Bevis at f opfylder x € L’ & f(x) € L for alle x €

0,1}

5 Bevis at f karer 1 polynomiel tid.



Opfyldning af logiske formler

En logisk formel opbygges af
e boolske variable: x4, ..., Xn
e boolske operatorer:

NOT

AND

OR

medfarer

hvis og kun hvis

@U,<>J

e paranteser

Eksempel

0= ((X1=X2) V=((—X1 & X3) VXq)) A =Xz

Opfyldende tildeling af sandhedsvardier:

X1=0,X=0,Xx3=1,x4=1

Afggrlighedsproblem
SAT = {< @>: pkan opfyldes}
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SAT er a_?-fuldstendig

Bevisets gang
1 Bevis at SAT € a(? (dvs kan verificeres i poly. tid)
2 Velg et kendt a4 P -fuldstendigt problem L’

3 Beskriv en algoritme f som afbilder CIRCUIT-SAT
— SAT

4 Bevis at f opfylder x € CIRCUIT-SAT < f(x) € SAT
forallex € {0,1}"

5 Bevis at f karer i1 polynomiel tid.

Naiv algoritme f udtrykker output af gate ved input

o] O O D
Polynomiel algoritme f

e St boolske variable pa alle ledninger

e Opskriv formel som viser sammenhang mellem ind-
gange og udgang for hver formel som kraever output
= 1.



SAT er a_?-fuldstendig

X1

X2

X3>X4

Tilhgrende formel




3CNF-SAT er a2 -fuldstendig

CNF er Konjunktiv Normal Form
e Konjunktion: aAb

e Disjunktion: aVvb

En formel er pa CNF hvis den er en konjunktion af en
reekke disjunktioner af logiske variable eller disses nega-
tioner.

e literal: variabel x eller negation —x.
e Cclausul: et OR-udtryk af literaler
e CNF-formel: et AND-udtryk af clausuler

3CNF-formel har preecis 3 forskellige literaler pr. clausul
(bruges ved bevis af CLIQUE)

Eksempel

@= (X1 VX1V X2) A (X3V X2V Xq) A (X1 V X3V —Xy)

Afgarlighedsproblem
3CNF-SAT = {< @ >: @kan opfyldes}
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3CNF-SAT er a2 -fuldstendig

1 Bevis at 3SCNF-SAT € a(p
2 Veelg et kendt a(? -fuldsteendigt problem SAT

3 Beskriv en algoritme f som afbilder SAT — 3CNF-
SAT

4 Bevis at f opfylder x € SAT < f(x) € 3CNF-SAT for
allex € {0,1}"

5 Bevis at f karer i1 polynomiel tid.

Reduktions-algoritme f: givet logisk udtryk
e Byqg parse-tree til evaluering — fan-in <2

e Indfar nye variable y; til at angive output af hver intern
knude

e Opskriv &kvivalent udtryk ¢ som AND-udtryk
e Hvert AND-udtryk omskrives til CNF
e Clausuler med for fa literaler suppleres op til 3



3CNF-SAT er a2 -fuldstendig

Givet instans af SAT
Q= ((Xl — XZ) V _'((_lX]_ = X3) \/X4)) /\ —Xo

Generer parse-tree

= @ NGA A G,
Hvis hver clausul ¢f er pa CNF, sa er ¢ pa CNF.
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3CNF-SAT er a2 -fuldstendig

Sandhedstabel for ¢

yi Yo (y1 < (Y2A—X2))

OFRORFROR O

COFrRPRFRPOORPF
PFRPOPFRPOORKRO

COO0OOkrRFPEFRPEF

@, er falsk nar

@ = (Y1 AY2/AX2)
(Y1 A —y2 AXo)
(YL A Y2 A =X2)
(Y1 AY2A—X2)

<<<||

De-Morgans lov

@ = (2yL1Vy2V—Xo)
(Y1 VY2V —Xp)
Eﬂyl VY2V Xa)

A (Y1V Y2V Xo)

Nuer@ =@ AGANGA...A@,pd CNF
Hver clausul har hgjst 3 literaler
Alle literaler i clausul er forskellige

A\
A\
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3CNF-SAT er a2 -fuldstendig

Clausuler med 2 literaler:
Ci= (V)
erstattes af
Ci={1VIavp)A(lyViaVv—=p)

hvor p er en ny variabel.
Clausuler med 1 literal:
erstattes af

Ci=(l1vpva) A(lavpv=g)A(lsV=pVa) A(lLV=-pV—Qq)

hvor p, g er nye variable.
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Klike 1 en graf

r en del-

En klike i en ikke-orienteret graf G = (V,E) e
i) € E for alle

mengde V' C V af knuder saledes at (v;,v
Vi,vj €V’

Afgarlighedsproblem
CLIQUE = {< G,k >: G har en klike af stgrrelse k}
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CLIQUE er a(?-fuldstendig

1 Bevis at CLIQUE € a(P
2 Veelg et kendt a(?-fuldstendigt problem 3CNF-SAT

3 Beskriv en algoritme f som afbilder 3SCNF-SAT +—
CLIQUE

4 Bevis at f opfylder x € 3CNF-SAT < f(x) € CLIQUE
forallex € {0,1}*

5 Bevis at f karer i1 polynomiel tid.

Reduktions-algoritme f: Givet udtryk pa 3CNF
e=CiACoA...ACg

hver clausul C, har 3 forskellige literaler (11, 15,15).

For eksempel
P= (X1 V X2V =X3) A (=X1V X2V X3) A (X1 V X2 V X3)
som kan tilfredsstilles med x; = 0,xo = 0,x3 = 1.
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CLIQUE er a(?-fuldstendig

Motivation

@= (X1 V X2V =X3) A (=X1V X2 V X3) A (X1 V X2 V X3)

e knude reprasenterer literal: Literal sand < knude veel-
ges 1 klike

e sikrer at kun en literal fra hver klausul veelges ved
Ikke at have kanter mellem disse.

e graf skal vaere konsistent: ej kant mellem x og —x.
e klike starrelse er k.

e | udtrykket ¢ skal mindst en literal i hver klausul vaere
sand < knude velges.
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CLIQUE er a_p-fuldstaendig

Konstruerer graf

e For hver clausul C, = (1] v 15V 13) indfgr 3 knuder
Vi, V5, Vi

e Indfer en kant mellem v; og v; hvis

—r#sdvs. |l og I er I forskellige clausuler
— Ii er ikke negation af I? (literaler er konsistente).

e k (klike starrelse) er antal clausuler.
For det givne eksempel

@= (X1 VX2V =X3) A (=X1 VX2V X3) A (X1 V X2 V X3)

Far vi
Ci1=X1V X2V X3
e e
IS
R
A\
7
‘&
Co=-X1VX2VX3 C3=X1 VX2V X3
] {x:)
N e/

Maksimal klike —X5, X3 0g X3. Variable svarende til knuder
som ikke er 1 kliken kan seettes arbitraert i @
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CLIQUE er a(?-fuldstendig

@ er en reduktion:

e Antag ¢ har en tilfredsstillende tildeling.
Sa findes k literaler fra hver sin clausul som alle er
sande. Veelg disse som klike.

— Klike stgrrelse er korrekt
— Der findes kanter mellem alle par af knuder 1 kli-
ken

e Antag G har en klike af starrelse k.
Set literal til sand, hvis tilhgrende knude er valgt.
Hvis nogle variable ikke defineres pa denne vis, kan
de saettes arbitreert.

— Ingen konflikter opstar (dvs. f.eks. x; =1 0g =X, =
1)
— En literal 1 hver clausul er sand
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Knudeoverdakning

En knudeoverdakning af en ikke orienteret graf G = (V,E)
er en delmangde af V' CV sa

(u,v) e E=ueV'ellerveV’' (eller begge)

Starrelsen af en knudeoverdakning er k = [V/|.
Knudeoverdaekningsproblemet sgger den mindste overdaek-
ning i grafen.

Afgarlighedsproblem

VERTEX-COVER = {< G,k > : grafen G har en
knudeoverdakning af sterrelse k}
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VERTEX-COVER er a(?-fuldstaendig

1 Bevis at VERTEX-COVER € A(?
2 Velg et kendt a(?-fuldstendig problem CLIQUE

3 Beskriv en algoritme f som afbilder
CLIQUE — VERTEX-COVER

4 Bevis at f opfylder
X € CLIQUE <
f(x) € VERTEX-COVER for alle x € {0,1}*

5 Bevis at f karer i1 polynomiel tid.

Reduktions-algoritme f : CLIQUE = VERTEX-COVER
f:<Gk>—<G,V|—k>

(a) (b)
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VERTEX-COVER er a(?-fuldstaendig

Reduktion

e Antag at G har klike V' CV med |V'| =k. B

Vil vise at V —V’ er en knudeoverdakning i G af
starrelse |V | —k

e Antag at G har en knudeoverdaekning V' C V hvor
V| = V] —k.
Vil vise atV —V'er en klike af starrelse |V | —|V'| = k.
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Resume

e Teknik til at bevise at problem P € A(PC
e CIRCUIT-SAT er a2 -fuldsteendig

e SAT er a/p-fuldstendig

e 3CNF-SAT er a2 -fuldsteendig

e CLIQUE er A_P-fuldsteendig

e VERTEX-COVER er a/?-fuldstaendig

Overraskende resultater

e Alle ovenstaende problemer er “polynomielt eekviva-
lente”

e Reduktion kan ggres mellem vidt forskellige proble-
mer

e Siden klassen af A ?-fuldsteendige problemer inde-
holder tusinder af problemer, har vi grund til at tro
at en polynomiel algoritme ikke findes for nogen af
dem.
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To ekstra beviser

| projektopgave P3 skal bruges at MAX-CUT er /P -fuldsteendigt
o Viser 3CNF-SAT <,q 3CNF-NAESAT
o Viser 3CNF-NAESAT <, MAXCUT

Skematisk bevis, lees selv detaljer
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3CNF-NAESAT er a_p-fuldstaendig

@= (XpV X1V —X2) A (X3V X2V Xg) A (—X1V X3V —Xq)

Afgarlighedsproblem

_ hver clausul indeholder
3CNF-NAESAT = {< ? > sand og falsk literal }

Bemaerk at @ automatisk bliver sand
Bevis

1 Bevis at SCNF-NAESAT € AP
2 Veelg et kendt A P -fuldstendigt problem: 3CNF-SAT

3 Beskriv en algoritme f som afbilder 3SCNF-SAT +—
3CNF-NAESAT

4 Bevis at f opfylder
X € 3CNF-SAT < f(x) € 3CNF-NAESAT for alle x €

10,1}

5 Bevis at f karer 1 polynomiel tid.
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Reduktion

Givet 3SCNF-SAT udtryk

hvor S
Ci=(l3VI, Vi)
Konstruer SCNF-NAESAT udtryk
PY=CiACA...AC;
ved at erstatte hver clausul C; med
Ci=(ILVILsVvz) A (=zi V1LV D)

hvor z; er en ny variabel for hver klausul, og b er en ny
variabel for hele udtrykket (.

Eksempel

Givet 3SCNF-SAT udtryk
Q= (XgV = XaV X2) A (X3V X2V Xg) A (X1 V —X3V —Xyg)

konstruer

b = (X]_\/ —Xg V Zl> A\ (ﬂzl\/ —Xo V b)/\
(X3\/X2\/ 22) N (—122\/X4\/ b)/\
(—|X1 V —=X3V Z3> N (ﬁZ3 V —XaV b)
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X € 3CNF-SAT = f(x) € 3CNF-NAESAT

Antag at @ er sand, udvid lgsning til
1 Hvis I} = I, = TRUE s& z; = FALSE
2 Hvis I} = I, = FALSE sa z; = TRUE
3 Hvis I} # I}, sd z; = FALSE
4 b = FALSE

P = (Xl\/ —IX4\/21) A\ (ﬂzl\/ —Xo V b)/\
(X3\/X2\/22) A\ (—122\/X4\/ b)/\
(—X1V X3V Z3) A (—Z3V —X4 V D)

x € 3CNF-SAT < f(x) € 3CNF-NAESAT
Givet udtryk
P=CiACA...ANCy
tag variable x4, ..., x, og tildel dem til @.
e Hvis @er sand sa slut

e Hvis @er falsk, sa findes klausul C; = (I} V15V I}) hvor
(I3 V15V 13) alle er falske. Da b er falsk, og en af z;
og —z; altid er falsk, fandtes en klausul 1 W hvor alle
literaler var falske.
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MAX-CUT

Afgarlighedsproblem

. der findes et cut S, T med
MAX-CUT = {< G, K> mindst K kanter mellem S og T }

Hvis < G,K > er givet ved ovenstaende graf, og K = 6
findes en ja-instans
S=1{1,2,3},T ={4,5,6}.
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MAX-CUT er a_?-fuldstaendig

1 Bevis at MAX-CUT € A(?
2 Velg et kendt a7 -fuldsteendigt problem 3SCNF-NAESAT

3 Beskriv en algoritme f som afbilder 3SCNF-NAESAT
— MAX-CUT

4 Bevis at f opfylder x € 3CNF-NAESAT < f(x) €
MAX-CUT for alle x € {0,1}*

5 Bevis at f karer i1 polynomiel tid.

Reduktion

Reduktions-algoritme f: Givet udtryk pa 3CNF
P=CiACoA ... ACy
hver clausul C, har 3 forskellige literaler (13, 15,15).

For eksempel
@= (X1 VX2V =X3) A (=X1 VX2V X3) A (X1 V X2 V X3)
tilfredsstilles med x; = 0,x, = 0,x3 = 1.
= (O0VvV1iVO)A(1VOVI)A(OVOVI)
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Reduktion

@= (X1 V X2V =X3) A (=X1V X2 V X3) A (X1 V X2 V X3)
e hver variabel x; repraesenteres af to knuder x; og —x;

Xi o o 'X|

e for hver klausul (X1 V —x2 VvV —X3) tegnes trekant

o' X2

X1e o X3

e mellem hvert par af knuder x; og —x; tegnes 2n; kanter,
hvor n; er antal forekomster af x; og —x; 1 ¢

X1¢ > 'X1

e cutstagrrelse sattes til K = 8k hvor k er antal klausuler
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Eksempel pa reduktion

@= (X1 V X2V =X3) A (=X1V X2 V X3) A (X1 V X2 V X3)

X1g ® X1
XZ‘ '_|X2 K — 8k — 24
X3¢ ® <3

Fortolkning af snit (S, T)

e Knuder 1 S svarer til at variabel er TRUE
e Knuder 1 T svarer til at variabel er FALSE
e Vi skal sikre at x; og —x; er i forskellige mangder

e Huvis en trekant (klausul) splittes op af (S, T) sa er en
literal sand og en anden falsk

e En trekant (klausul) bidrager med 2 kanter uanset hvor-
dan den splittes op
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MAX-CUT medfgrer 3SCNF-NAESAT

Antag at MAX-CUT med G = (V,E) og K = 8k er sand

Farste 6k kanter

¢ Vi kan antage at snittet adskiller variable fra deres ne-
gation da en literal hgjst bidrager med n; kanter i klau-
sulerne, hvilket ikke overstiger antal kanter mellem x;
0g —X;.

e Antal kanter mellem x; og —xj fori=1,...,mer 6k da
antal literaler er 3k.

Resterende 2k kanter
e Ma komme fra klausuler (trekanter)

e Hver klausul bidrager med 2 kanter i snit, sa alle ma
veere blevet splittet

e Opsplitning af en trekant betyder at en literal er sand
og en literal er falsk

3CNF-NAESAT medfgrer MAX-CUT

Simpel (prov selv)
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