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Knapsack Problem

I knapsack problemet er der givet
e enmaengde N = {1,...,n} af genstande
e en profit p; € Z™ for hver genstand i € N
e envagtw; € Z™ for hver genstand i € N
e en knapsack (rygsak) med kapacitet c € Z*

Problemet er at vaelge en delmangde S C N saledes at Y jesPj bliver maximeret idet kapacitets
begraensningen ¥ ;cswj < ¢ skal overholdes.

Eksempel:
i 1 2 3 4
pi 2 4 5 3 N=1{1,2,3,4},c=4
wi 1 2 3 2

1 Find den optimale lgsning z*(1) til ovenstdende instans |

2 Approximationsalgoritme. Den gradige algoritme sorterer farst elementerne efter aftagende
pi /w; forhold, og tilfgjer herefter genstande til rygseekken i=1,2,... sd lenge der er plads
til dem. Lad z® betegne den fundne lgsning. Vis at den gradige algoritme ikke er en ap-
proximations algoritme med fast faktor p.

3 En forbedret gradig algoritme finder farst
= max pj
Pmax ie?\l Pi
og returnerer herefter den approximative lgsning
A = max{ pmax, 2}

Vis at den forbedrede algoritme er en approximations algoritme med approximations faktor
p=2.

4 Absolut performance garanti. Vi siger at en polynomieltids approximationsalgoritme 4
har absolut performance garanti k > 0, hvis

() —27(1) <k



for all instances 1. Her betegner z*(1) den optimale Igsning, mens z”(1) betegner den ap-
proximerede lgsning.

Vis at der ikke kan findes en polynomieltids approximationsalgoritme for knapsack proble-
met med absolut performance garanti. (Hint: antag at der fandtes en algoritme med k > 0,
og vis at man sa kunne lgse ethvert knapsack problem til optimalitet. Benyt eventuelt ska-
lering af problemet).

5 Dynamisk programmering i profitter. For hvertie {1,...,n} og p € {1,...,n- pmax} defi-

ner: _
|
> pi= p}
=1

dvs. A(i, p) er den mindste veegtsum der skal bruges for at finde en lgsning med profitsum
p, hvis vi kun ma bruge genstandene {1,...,i}.

A(i,p) = min{ IZ Wj

=

Initielt seetter vi
A(O,p)=c+1forp=1,...,n- Pmax
A(0,0)=0

og benytter derefter rekursionsformlen

. [ A, p)
(|+ ap) mln{ A(|’p— pi+1)+Wi+1 if pi+1§ p

Ker rekursionsligningen for ovenstaende eksempel.

6 Vis at den optimale lgsning til knapsack problemet kan findes som

2* = max{plA(n, p) < c}

7 Vis at karetiden for den dynamiske programmeringsalgoritme er O(n-z*) < O(n?pmax)-

8 FPTAS for knapsack problemet. Betragt falgende algoritme

1. Given instance | and &€ > 0. Let K = max{1, £Pma<}.

2. Letp; =] foreachie N.

3. Find the optimal solution set S corresponding to the knapsack problem defined on
(p’,w,c), using dynamic programming in profits.

4. Output z* = ¥ jcsPj.

Ker algoritmen for ovenstaende eksempel med € = 1%

9 Visat'zAz*;zﬂgs.

- - - - - 1
10 Vis at algoritmen karer i fuldt polynomiel tid O(n3§).



