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Resume sidste to gang

� Sprog L : mængden af instanser for et afgørligheds-
problem hvor svaret er 1.

� P �

�

L : L genkendesaf en algoritme i polynomiel tid �

� NP �

�

L : L veri� ceresaf en polynomiel tidsalgoritme�

� Q er NP-fuldstændig hvis
Q � NP og � R � NP : R � pol Q

� CIRCUIT-SAT er NP-fuldstændig
� SAT er NP-fuldstændig
� 3CNF-SAT er NP-fuldstændig
� CLIQUE er NP-fuldstændig
� VERTEX-COVER er NP-fuldstændig

Problemer Q � pol Rreducereskun den enevej, men
f.eks. CLIQUE � pol CIRCUIT-SAT � pol 3CNF-SAT
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Oversigt

Vi fortsætter beviser for NP-fuldstændighed.
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Idag:
� Hamilton kreds
� Traveling salesman problem
� Subset-sum problem
� Minestryger
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Hamilton-kreds

HAM-CYCLE afgørlighedsproblem:

HAM-CYCLE ����� G � : der � ndesen kreds i
grafen G ��� V � E � s	ahver
knudebesøgeseen gang

For eksempel
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HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

1 Bevisat HAM-CYCLE � NP
2 Vælg et kendt NP-fuldstændigt problem

3 Beskriv en algoritme f som afbilder
VERTEX-COVER � HAM-CYCLE

4 Bevisat f opfylder x � VERTEX-COVER �

f � x ��� HAM-CYCLE for allex �! 0 " 1 #%$

5 Bevisat f kører i polynomiel tid.

VERTEX-COVER og HAM-CYCLE

k & 2
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HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

Intuition: En knude-overdækning opfylder

a) vælger k knuder

b) n	ar knudevælges, markerer vi insidentekanter

c) allekanter skal markeres1 eller 2 gange

Hver kant repræsenteresaf widget (dims)

c) hver widget kan gennemløbes1 eller 2 gange
a) tilføjer k ekstraknuder s1 �

s2 ���������

sk
b) n	ar besøger knudesi gennemløbes insidentekanter
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HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

Widget (dims, dippedut, dingenot)
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HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

Konstruktion
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HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

Samlet graf
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HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

� f opfylder

x � VERTEX-COVER � f
�

x �

� HAM-CYCLE

� f opfylder

f
�

x�

� HAM-CYCLE � x � VERTEX-COVER

� f kører i polynomiel tid

– knuder:
� i widgets: 12E
� knuder s1 ���	���
�

sk: k
– kanter:

� i widgets: 14E
� knuder s1

���	���
�

sk til widgets: 2kV
� imellem widgets: 2E � V

– Bemærk: k � V
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Traveling salesman problem

Givet en ikke-orienteret graf G 
�� V � E � med vægte (af-
stande) ci j knyttet til hver af kanterneei j. FindenHamilton-
kredsaf mindste længde.
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Afgør lighedsproblem

TSP 
���� G � c � k � : G har en Hamilton-kredsaf længde � k �

hvor
G 
�� V � E � er en komplet graf
c er en afstandsmatrix
k er et heltal
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TSP er NP-fuldstændig

1 Bevisat TSP � NP

2 Vælget kendt NP-fuldstændigt problemHAM-CYCLE

3 Beskriv en algoritme f som afbilder HAM-CYCLE
� TSP

4 Bevisat f opfylder x � HAM-CYCLE � f � x �
� TSP

for allex �! 0 " 1 #%$

5 Bevisat f kører i polynomiel tid.

Reduktion:
& Givet en instansG '�� V " E � af HAM-CYCLE
& Konstuer komplet graf G(%')� V " E (

�

& Afstande

ci j '

0 hvis � i " j �
� E

1 hvis � i " j �+*
� E

& Sæt k ' 0
& ÆkvivalenteTSP: , G(-" c " k .
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TSP er NP-fuldstændig

HAM-CYCLE
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Subset-sum problem

Subset-sum problemet (delmængdesum):
� Givet mængdeaf heltal S �

�

s1 �

s2 �������

sn �

samt heltal t
� Findesder en delmængdeS	�
 Ss	a

å
j � S


sj � t

For eksempel

S= � 1,2,7,14,49,98,343,686,2409,2793,16808,17206,117705,117993 �

t=138457

har løsning

S����� 1 � 2 � 7 � 98 � 343 � 686 � 2409 � 17206 � 117705 �

Afgørlighedsproblem

SUBSET-SUM �

���

S
�

t � : der eksisterer en
delmængdeS	�
 Ss	aå j � S


sj � t
�
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SUBSET-SUM er NP-fuldstændig

Bevisetsgang

1 Bevisat SUBSET-SUM � NP

2 Vælg et kendt NP-fuldstændigt problem 3CNF-SAT.

3 Beskriv en algoritme f som afbilder 3CNF-SAT �

SUBSET-SUM.

4 Bevisat f opfylder

x
�

3CNF-SAT � f � x � �
SUBSET-SUM

for allex ��� 0 � 1  "!

5 Bevisat f kører i polynomiel tid.
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SUBSET-SUM er NP-fuldstændig

3CNF-SAT
f # C1 $

C2 $

C3 $

C4

#&% x1 ')(

x2 ')(

x3 *
$

%

(

x1 ')(

x2 ')(

x3 *
$

%

(

x1 ')(

x2 '

x3 *
$

% x1 '

x2 '

x3 *

tilfredsstillendetildeling: x1 +

0 , x2 +

0 , x3 +

1
Ved at literaler i clausul er forskellige

Transformation
x1 x2 x3 C1 C2 C3 C4

x1 v1 = 1 0 0 1 0 0 1
- x1 v.1 = 1 0 0 0 1 1 0
x2 v2 = 0 1 0 0 0 0 1

- x2 v.2 = 0 1 0 1 1 1 0
x3 v3 = 0 0 1 0 0 1 1

- x3 v.3 = 0 0 1 1 1 0 0
s1 = 0 0 0 1 0 0 0
s.1 = 0 0 0 2 0 0 0
s2 = 0 0 0 0 1 0 0
s.2 = 0 0 0 0 2 0 0
s3 = 0 0 0 0 0 1 0
s.3 = 0 0 0 0 0 2 0
s4 = 0 0 0 0 0 0 1
s.4 = 0 0 0 0 0 0 2
t = 1 1 1 4 4 4 4
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SUBSET-SUM er NP-fuldstændig

formelt
/ hver variabel xi to heltal vi og v0i i S
/ for hver klausul Cj to heltal sj og s

0 j i S
/ m	alsum t har 1 i hver søjle svarende til variabel, 4 i

hver søjlesvarendetil klausul
/ regner 10-talssystem (faktisk villebase7 værenok)
/ alleheltal i Ser forskellige
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SUBSET-SUM er NP-fuldstændig

� viser

x � 3CNF-SAT � f
�

x �

� SUBSET-SUM

� viser

x � 3CNF-SAT � f
�

x �

� SUBSET-SUM

Kører i polynomiel tid
� Sindeholder 2n � 2k heltal hvert heltal n � k cifre
� output

�

2n � 2k
�

�

n � k
�

cifre
� hvert ciffer genereres i polynomiel tid
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Minestryger

Givet spillepladeP med angivelseaf cifre. Placer miner s	a
hvert ciffer har det retteomkringliggendeminer.

2 1 2 1
2
3 2 1 1

Afgørlighedsproblem

MINESWEEPER-SAT �

�
	

P � : der eksisterer en placering af
miner s	aallecifre tilfredsstilles�
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MINESWEEPER-SAT er NP-fuldstændig

1 Bevisat MINESWEEPER-SAT 
 NP

2 Vælg et kendt NP-fuldstændigt problem 3CNF-SAT.

3 Beskriv en algoritme f som afbilder 3CNF-SAT �

MINESWEEPER-SAT.

4 Bevisat f opfylder

x 
 3CNF-SAT � f � x ��
 MINESWEEPER-SAT

for allex 
�� 0 � 1 ���

5 Bevisat f kører i polynomiel tid.

Eksempel

f ����� x1 �

x2 �

� x3 ��� � x1 �

� x2 �

x3 �!� � x1 �

x2 �

� x3 �

med tilfredstillendetildeling: x1 � 0 � x2 � 1 � x3 � 1.
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MINESWEEPER-SAT er NP-fuldstændig

Intuition
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MINESWEEPER-SAT er NP-fuldstændig

Samlet spillepladeP

f �
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Opsummer ing

De NP-fuldstændige problemer er vores bedste bud til at
viseNP 


� P.
� Hvis der � ndes et NP-fuldstændigt problem som er

løseligt i polynomiel tid, s	aer NP � P.
� Hvis et problem i NP ikke kan løses i polynomiel

tid s	a kan ingen NP-fuldstændige problemer løses i
polynomiel tid.

Samlinger af NP-fuldstændigeproblemer � ndes i
� Garey and Johnson (1979) ”Computers and Intracta-

bility: aguide to the theory of NP-completenes” .
� Crescenzi and Kann (1995) ”A compendium of NP

optimization problems” .
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