6 april
Lgsning af Al P-harde problemer

e Lgs til optimalitet i eksponentiel tid
e Find tilnaermet Igsning i polynomiel tid

Oversigt

e Granseverdier (repetition)

e Branch-and-bound algoritmens komponenter
e Eksempler pa branch-and-bound algoritmer
e Eksempler pa graenseverdier

e Dominans af graenseveerdi

e Kritiske og semikritiske knuder

Selv om alle A/ P-fuldsteendige problemer kan reduceres
til hinanden skal specifik struktur udnyttes i praksis



Graenseveerdier

z=max{f(x)|xeS} f.x. S delproblem

e nedre grenseveerdi L e R: L <72
e gvre grenseveerdi UeR: U >z

For enhver lgsning x’ € S er f(x’) nedre graenseveerdi

A

g(x)

S
T

Definition1 P:z=max{f(x)|x €S}
R:zr=max{g(x) |[xe T}
R er en relaksering af P hvis
(i)SCT
(i) g(x) > f(x) forallex € S
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Graenseveerdier

Hvis R er en relaksering af P sa er zg en gvre graenseverdi
for S

001

Graenseverditest:
US)<z = x5

hvor x* optimale lgsning

Hvis leder efter forbedret veerdi f(x*) > f(x)
US)<z = X &5




Branch-and-bound

z=max{f(x)|xeS}

1 L:=—oo;L:={S}

2 while L #£0

3  velg et delproblem S; fra L

4  L:=L\{S}

5 if§j# 0then

6 find en gvre grenseverdi U(S;)

7 find en lovlig lgsning x 1 S;

8 if U(S;j) > L then (greenseverditest)

9 If f(x) > Lthen L:= f(X); x* :=X

10 opdel S; i delproblemer St, ..., Sk

11 tilfg) delproblemerne til L, dvs. seet
L:=LU{SL...,S

12 endif

13  endif

14 endwhile

e L liste af delproblemer S; ofte organiseret prioritetskg
e Delproblemerne i L er abne delproblemer

e Behandlede deproblemer er lukkede delproblemer

e global nedre graenseveardi L, tilhgrende lgsning x*



Branch-and-bound, fire komponenter

1. @vre graensevaerdifunktion

e lineer relaksering

e lagrange relaksering

e surrogat relaxering

e semidefinite relaxering

2. Nedre graensevardi (hidtil bedst kendte lgsning)

e i hver branch-and-bound knude, check om |S;| =1
e omform gvre graenseverdi til lovlig lgsning

e heuristik for hvert delproblem

e god initiel lgsning inden branch-and-bound

3. Sggestrategi (reekkefalge af delproblemer)

e dybde-farst sggning
e Dbedste-farst sagning
e bredde-farst sggning
e heuristisk styret sggning

4. Forgreningsregel (opdeling af lgsningsrum)

e tilfg) ekstra begraensning (problem skal stadig kunne
lgses effektivt)
e opdeling i 2 eller flere delproblemer (ikke for mange)

e sggetraeet bar vokse symmetrisk



Knapsack problem, gvre graenseveerdi

Fraktionelle knapsack problem i Cormen
L n n
‘U, = max PiXj WiXj < C, OSXJ' <1
202,

Kgretid

O(n) mediansggning

Relaksering

Originale knapsack problem
F(X) =31 PjXj
S= {(xl,...,xn) Si1WiX; < C,Xj € {0,1}}
Fraktionelle knapsack problem
g(x) = Y1 PjX]
T = {(xl,...,xn)
Kontrollerer betingelser
()SCT
(i) g(x) > f(x) forallex € S

>i—iWix; <¢,0<x; < l}
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Knapsack problem, nedre graenseveerdi

Gradig algoritme
J
Pj
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@vre graenseverdi: genstande 1,2 brgk af b = 3
2 1
Ut =1148-=16=
KP + 3 37

kan rundes ned til Ut = 16

Nedre graenseveerdi: genstande 1,2,7
L =14



Knapsack problem, branch-and-bound
jl1 234567
Pi16 58 9 6 7 3|c=9,n=7
wj 2367594

Dybde-farst sagning (stak lagrer abne delproblemer L)
Heuristisk styret sggestrategi

BRANCHBOUNDKNAPSACK(P, W, i)
iIf w> cthenreturn
Ifp> Lthen L=7; X" :==X
if i > nthenreturn
Udregn ‘llgp defineret pa genstande {i,...,n} og med kapacitet c — W.
@vre graenseveerdi for det betragtede delproblem er U = p+ | UL |.
Iif 4> L then
Xj := 1; BRANCHBOUNDKNAPSACK(P+ pi, W+ W;,i +1)
X :== 0; BRANCHBOUNDKNAPSACK(P,W,i+ 1)
endif

Hvor
e i: naeste genstand vi skal forgrene pa
e D: profitsummen af valgte genstande
e W: vaegtsummen af valgte genstande

init: x = (0,0,...,0), L =0 (eller bedre)
kald: BRANCHBOUNDKNAPSACK (0,0,1)



Knapsack problem, branch-and-bound

I
H

X3 X3=0 Xx3=1 Xx3=0

ORONORO

X4

ORONORO

L=15

Xxs=1 Xs=0

OO



Dense subgraph problem

e komplet (orienteret) graf G = (V,E,c), heltal k
e udvaelgU CV af starrelse |U| =k

e sum af kantveegte mellem knuder i U maksimeres

AN P-hardt ved “reduktion” fra klike

z=max{i;j€§0cij‘u gV,|U|:k}

Eksempel G = (V,E,c),k=3

i} 1 2 3 4 5 6 7
1 O 3 7 4 10 5 7
2 3 0 9 5 5 10 6
3 7 9 0 1 3 2 4
4 4 5 1 0 1 9 1
5|10 5 3 1 0 3 2
6 5 100 2 9 3 0 3
7 7 6 4 1 2 3 O

Optimal lgsning U = {2,4,6}, lgsningsveerdi 48
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Dense subgraph problem, gvre graenseveerdi

Sat en parantes 1 objektfunktionen

z:max{i; (goc”) ‘U gv,|U|:k}

Lad T; avre grense pa kantvaegt-sum fra knude i

Ci:maX{jEZJCij‘U gV,|U|=k}

Greenseveerdi

‘Zlip:max{%ti‘u gV,|U|:k}
i€

Kgretid

V-O(|V]) velg k starste kantvaegte fra knude i
(Problem 9-1 side 194 i Cormen)
O(|V]) veelg k starste af Ty, Ty, . ..,Th

Samlet: O(|V |?) tid
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Dense subgraph problem, gvre graenseveerdi
Relaksering

Originale problem
f(X) = Yiev (Zjevtij) S={UCV,|U|=k}
Nye problem
9(X) = YieuTi T={UCV,|U[=k}
Kontrollerer betingelser
(()SCT
(i) g(x) > f(x) forallex € S

Eksempeln=7,k=3
111 2 3 4 5 6 7|7t
110 3 7 410 5 7|24
2|13 0 9 5 5 10 6|25
3|7 9 01 3 2 4|20
414 5 1 0 1 9 1|18
5/10 5 3 1 0 3 2|18
6| 510 2 9 3 0 3|24
717 6 4 1 2 3 017

@vre grensevaerdi UL =73
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Dense subgraph problem, branch-and-bound

Heuristisk styret sggestrategi
C; gvre graenseveardi for kantvaegt-summen fra knude i

i 1 2 3 4 5 6 7

1 0 3 7 4 10 5 7

2 3 0 9 5 5 10 6

3 7 9 0 1 3 2 4

4 4 5 1 0 1 9 1

51120 5 3 1 0 3 2

6 5 10 2 9 3 0 3

7 7 6 4 1 2 3 0

V3 ¢ U Vae U

i} 1 2 3 4 5 6 7 i} 1 2 3 4 5 6 7
1 0 3 7 4 10 5> 7 1114 3 7 4 10 5> 7
2 3 0 9 5 5 10 6 2 3 18 9 5 5 10 6
3 7 9 0 1 3 2 4 3 7 9 0 1 3 2 4
4 4 5 1 0 1 9 1 4 4 5 1 2 1 9 1
51120 5 3 1 O 3 2 51170 5 3 1 6 3 2
6 5 10 2 9 3 0 3 6 5 10 2 9 3 4 3
7 7 6 4 1 2 3 0 7 7 6 4 1 2 3 8

e Knude i forbydes: slet tilhgrende raekke og sgjle

e Knude 1 veelges: slet den tilhgrende raekke og sgjle
modificer (Cj;)

Cjj = Cjj +Cjj +Cji

forhvert j=1,...,nhvor j#i
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Traveling salesman problem

Symmetrisk traveling salesman problem
e veegtet graf (V,E,d), hvor d;; afstand
e symmetriske afstande d;; = d;;
e find minimal l&engde Hamilton-kreds H

Z= min{ Z di ‘ HCE,Heren Hamilton-kreds}
(i,J)eH

Otte byer pa Bornholm

-
Ho
r;lﬂman sker

Hulﬂy !‘lw“ s Arsballe
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Traveling salesman problem, eksempel
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Optimal Igsning:
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y 1

4

e |lengde af Hamilton-kreds z = 100
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Traveling salesman problem, nedre graensevardi

Vegtet graf (V,E,d)

e 1-tree: udspaendende trae pa knuderne 2,3,...,n
knude 1 forbindes med to vilkarlige kanter

e minimalt 1-trae: mindste udspandende tre pa knu-
derne 2,3,...,n
knude 1 forbindes med billigste kanter

Bevis: uafhangige delproblemer optimeres hver for sig

Eksempel 1-tree relaksering

3
4
2
1_
5 LTSP_ 97
1
5 6
Karetid

O(|E|log|V]) MST Kruskal
O(|E|+|V|log|V|) MST Prim, Fibonacci hobe
O(|V]) to billigste kanter fra 1

Samlet: O(|E|+ |V |log|V])
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Traveling salesman problem, nedre graensevardi

LY = min{ Z dij‘H CE,Heret l-trae}
(i,J)eH

Relaksering
Originale problem
f(x)= Z dij S= {H CE ‘ H eren Hamilton-kreds}
(i,j)eH
Nye problem
gx)= > dij T= {H C E‘H er et 1-trae}
(i,])eH
Kontrollerer betingelser
(()SCT
(i) g(x) > f(x) forallex € S
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Traveling salesman problem, forgreningsstrategi

Metode 1
e Velg en kant fra knude 1
e Velg naeste kant

Ikke god

Metode 2:
e Udgangspunkt i 1-tree

e Hvis alle knuder har valens 2, har vi Hamilton-kreds
(og kan bortskare delproblem)

e Ellers vaelg en knude med valens stgrre end 2

e Forbyd pa skift de kanter, som udgar fra knuden
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Traveling salesman problem, forgreningsstrategi

forbyd (1,7) forbyd (7,8)

forbyd (6,7)

Knude 7 har valens 3
e Forbyd (1,7) prisen af 1-treet L = 97
e Forbyd (6,7) prisen af 1-treet L = 98
e Forbyd (7,8) 1-treeet giver L = U =105
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Kvalitet af greensevardifunktionen

maksimeringsproblem
z=max{f(x) |xeS}

to gvre graensevardifunktioner 7, og U,

Definition 2 graensevardifunktion 7/; dominerer gran-
seveerdifunktion U, hvis

o U, < U, for alle instanser

e U, < U, for mindst en instans

NB: kraever ikke at 714 altid er bedre end >
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Dominans af graeenseveardier, knapsack problem

n n
U° = max{ ijXj ‘ ZWij <c, Xj> O}
= =

Relaksering

Originale knapsack problem

F(X) =3 j=1PjXj

S= {(xl,...,xn)

nye knapsack problem
g(x) = Y1 PjX;

T = {(xl,...,xn)
Kontrollerer betingelser

(I)SCT
(i) g(x) > f(x) forallex € S

Z?:]_Wj)(j <C,Xj € {0,1}}

n
Zj:1Wij <c,0< Xj}

Kgretid

Hvis sorteret profit-veegt forhold, udregnes O(1) tid
70 — C-P1
W1

KP
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Dominans

o | Ut < U for alle instanser

To relakseringer har samme objektfuktion

n
UL T ={(X1,...,%Xn) | ijxj <c,0<x; <1}
J:

n
U0 T ={(Xq,...,%n) | ijxj <c,0<x; }
=

DaT' CT er

<
max f(x) < max f(x)

o | Ut < P for en instanser

eksemplet: 7 = 27 mens U = 161
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Dominans af graeenseverdier, traveling salesman

Strammere graensevardi ved at omformulere afstandsma-
tricen (d;j)

e |lengden af en Hamilton-kreds er ugendret
e 1-tree relakseringen returnerer strammere greenseveerdi
Vi “straffer” 1-treeer som ikke er en Hamilton-kreds

Omformuler afstandsmatrix
e “straf” knuder med valens stgrre end 2
e “belgn” knuder med valens mindre end 2

dij =dij+(vi—2)+(vj—2)

e ny greenseveerdi ved mindste 1-tree for (djj)

L2 = min{ > dij
(

i,])eH

HCE,H eret 1-trae}
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Dominans af graeenseverdier, traveling salesman

ill1 2 3 456 78 i'/l1 2 3 456 7 8
1) 011 24 25 30 29 15 15 1) 011 24 25 29 29 16 15
2|11 013 20 32 37 17 17 2|11 013 20 31 37 18 17
3124 13 0 16 30 39 29 22 3124 13 016 29 39 30 22
412520 16 0 15 23 18 12 412520 16 014 23 19 12
530323015 0 92315 529312914 0 82314
6129373923 9 01421 6129373923 8 01521
7151729182314 0 7 7116 18 30192315 0 8
8|11517 22121521 7 O 8|1517 22121421 8 0

LY =97 L2 =97

Man kan gentage iterationsprocessen et antal gange
Efterfglgende iterationer LZ = 98,99,99,100
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Relaksering

Originale problem
f(X) = Z dij
(i,j)eH
S = {H CE ‘ H eren Hamilton-kreds}

Nye problem
g(x)= > dij

(i,))eH
T = {H CE|H eretl-trae}
Kontrollerer betingelser
()SCT
(i) g(x) > f(x) forallex € S
For enhver Hamilton-kreds H geelder

g(x) = > (dij+(Vi—2)+(vj—2))

(i,j)eH
= > dj+ Y vi—=29)+ > (vj—2)
(i,j)eH (i,j)eH (i,j)eH

|
o2
|
—
/N
>
N—""

Z dij-|—2 <2Vi—2|V|>
(i,])eH e (i,])eH
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Dominans

i
3 = max 2"
=1,k

Ty ey

bedste greenseverdi med k iterationer

£3 dominerer L1 da

£3 > r2 for alle instanser

forste iteration foregar med originale afstandsmatrix

£3 > 2 for en instanser

eksemplet
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Kritiske og Semikritiske delproblemer
optimeringsproblem
z=max{f(x)|xeS}

forgreningsregel som opdeler SiS4,...,Sy,
gvre graenseveerdi-funktion U(S;)

Definition 3 Et delproblem S; er kritisk <
U(Si) > Z

alle kritiske delproblemer skal behandles

Definition 4 Et delproblem S; er semikritisk <

U(S) >z

Saetning 1 Hvis z er kendt fra starten, vil enhver branch-
and-bound algoritme kun gennemsgge de kritiske del-
problemer (svarende til den valgte forgreningsregel og
grensevardi-funktion).

27



Kritiske og Semikritiske delproblemer

Saetning 2 Uanset den initielle nedre graenseverdi vil
bedste-fagrst sggestrategien kun behandle de semikritiske
delproblemer

Indirekte bevis
e Antag bedste-fagrst behandler S; hvor U(S;) < z
e £ <z pagivne tidspunkt
e Bedste-forst sggning: sa foralle S; € L
U(S) > US)
o foralle S; e L
US;) <USi) <z

e Z kan ikke findes i1 nogen af dellgsningsrummene

Dvs: Bedste-farst sagning sikrer at z bliver fundet inden
man betragter delproblemer S; med U(S)) < z.
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