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Lasningsmetoder for AP-harde opt.problemer

Opdelingskriterier
e Igsningskvalitet: optimal/ikke-optimal
e beregningstid: polynomiel/ikke-polynomiel

Ikke-optimale metoder:
e Igsningskvalitet:
— ingen garanti kan gives

— garanti kan gives, men det kan ikke gares vilkarligt
godt

— garanti kan gives, og det kan gares vilkarligt godt
e beregningstid:

— ingen garanti kan gives

— polynomiel i inddata

— polynomiel i inddata og preecision

Eksempel: knapsack problem

Heuristik for Knapsack Problemet

n
max PjXj
&
n
s.t. ZWin <c
]:
Xj € {0,1}

o sorter efter aftagende effektivitet p; /w;
o fyld gradigt 1,2, ... sa leenge plads
Vilkarligt darlig lgsning:

p1:l7wl:1
p2:M7W2:M+1
c=M+1

Vi har:
e heuristisk lgsning: C =1
e optimal lgsning: C* =M
o forhold:

Eksempel: knudeoverdeekning

En knudeoverdakning af en ikke orienteret graf G = (V,E)
er en delmangde af V! CV s

(u,v) eE = ueV'ellerveV’ (eller begge)

Storrelsen af en knudeoverdzakning er |V'|.
Find den mindste overdaekning i grafen.

Approximations algoritme:
o Velg tilfeeldig kant (u,v) € E.
o LadV' V' U{u}u{v}
e Fjern kanter fra E som er incidente med u eller v

Approximations algoritmen finder en knudeoverdakning
V' af stgrrelse C som hgjst er dobbelt s& stor som den op-
timale knudeoverdakning V* af starrelse C*.




Approximations-algoritmer

Ikke-eksakte lgsningsmetoder, der giver garanti for hvor
teet pa optimum man kommer.

Approximations-algoritmer

Man kan ogs& male relativ fejl
IC—C|

e C — algoritmens lgsningsvardi o S g(n)
e C* — problemets optimale lgsningsverdi
Minimering
Minimeringsproblem (C > C*) c-Cc| C
21. 2 ; . C* - 5 -
Mal: gar g sa lille som muligt & . .
N —< ——1< -
Maximeringsproblem (C < C*) Cc— pn) C* 1spm-1
. Altsa: g(n) = p(n) —1
Mal: gor & sé lille som muligt
Maximering
Generelt krav
IC-C* 1 C
Gar x T C*
c o . C C
max | —, — sa i
©c TP ¢ oo e
sa lille som mulig. C -~ C* ~ p(n)
cc C 1 _p(m-1
~ )< 1-—<1 =
max <C*’ c> < e =TT ()
hvor p(n) er “ratio bound”. Bemark p(n) > 1 Altsé: g(n) = "%l (dermed: g(n) < p(n) —1)
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Approximations-algoritmer Betegnelser
approximations skema (smuk) o A Approximations-algoritme

e Input: instans, € >0

o Approximations-algoritme treeffer valg pa basis af n
og €

e Output: Lasning som ikke afviger mere end € i relativ
fejl.

Skema — idet familie af algoritmer

polynomiel-tids approx. skema (smukkere)

e Approximations skema

e Algoritme karer i polynomiel tid i stgrrelsen af n
karetid f.eks. 21/¢n3

fuldt polynomiel-tids approx. skema (smukkest)

e Approximations skema

e Algoritmen karer i polynomiel tid maltinog 1/¢
keretid f.eks. (1/€)2n®
(findes ej for staerkt AP-harde problemer)
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e PTA  Polynoimel-Tids Approximations-algoritme
e AS Approximations Skema

e PTAS Polynomiel-Tids Approximations Skema

e FPTASFuldt Polynomiel-Tids Approximations Skema

e Heuristik Ingen garanti for lgsningskvalitet




Traveling Salesman Problem

Givet graf G = (V, E), omkostning c(u, V) for hvert kant
(u,v) € E. Find billigste Hamilton-kreds.

Trekantsulighed: u,v,w € V
c(u,w) < c(u,v) + c(v,w)
(bemaerk: komplet graf)
e Overholdt: geometriske problemer
e Ej overholdt: flypriser

Definition: pris af kantemangde AC E

c(A) = z c(u,v)

(uv)eA

Approx. algoritmefor TSP (trekantsulighed)

APPROX-TSP-TOUR(G,¢)

1 select a vertex r € V[G] to be a “root” vertex

2 grow a minimum spanning tree T for G from root r using MST-PRIM(G, c,T)
3 let L be the list of vertices visited in a preorder tree walk of T

4 return the Hamiltonian cycle H that visits the vertices in the order L

Eksempel
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Seetning

APPROX-TSP-TOUR er en approximations algoritme med
“ratio-bound” p = 2 for TSP opfyldende trekantsulighed.

Dvs: o(H)
c(H*) s2

Bevis

Mindste udspaendende tree: T
o(T) < o(H")

“full walk” i grafen, besgger hver kant to gange
c(W) =2¢(T)

“walk” W ej Hamilton kreds — sletter knuder.
Trekantsulighed sikrer

Totalt:
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Approx. algoritmefor TSP (generel)

Hvis AP # P findes der ingen polynomieltids approxi-
mationsalgoritme for generelt TSP med “ratio bound” p
Bevis

Antag at fandtes polynomiel approximations algoritme A
med “ratio bound” p > 1. Dvs finder tur C med

C .
c- =P

Vil vise at HAM-CYCLE kan lgses i polynomiel tid =
NP =P

Givet instans af HAM-CYCLE defineret pa G = (V,E).
e Komplet graf: G’ = (V,E') hvor
E'={(u,v):u,veV ogu#v}
o Tildel kantveegte

1 if (u,v) € E
“sz{pwm4s&&825

Las TSP for (G, c).
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Approx. algoritmefor TSP (generel)

pIVI+1

1
HAM-CYCLE TSP

Afger problem
e Hvis C < p|V/| sa findes der en Hamilton kreds
e Hvis C > p|V/| sa findes der ikke en Hamilton kreds

Vi har

e Hvis der findes en Hamilton kreds i G har TSP pro-
blemet optimal lgsning C* = |V|.

e Huvis der ikke findes en Hamilton kreds i G vil TSP

Set Covering Problem

Givet en mangde X og en familie F af delmanger § C X,
med Uier § = X. Find en mindste delmangde C C F s&

X =UiecS
Vi siger at C overdaekker X
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Problemet er AP-hardt (reduktion fra VERTEX-COVER)

problemet vaelge mindst en “dyr” kant c(u,v) = p|V|+ > P P
1s4C* > p|V|+1
. . . . . C CD BE
e Approximations algoritme A finder en lgsning med
pris C opfyldende
c S pC* D E .DE .CE
VERTEX-COVER SET-COVER
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Gradig algoritme Set Covering Problem
GREEDY-SET-COVER(X, ¥) \
1U + X \ .(l; \ //:%
2C+0 Sy B I
3whileU # 0 do | (@ .\%M
4 sdectan Se 7 that maximizes|SNU| ‘ il
5 U«U\S ol s, 'j
6 C«CU{S} | \®5 7|
7returnC I 7 ol ‘
- 2

Setning: Den gradige algoritme har “ratio-bound”

Il H(max|s)

hvor

[
Zk Inn+1

e Antag S er i’te mangde der tilfgjes C i gradige algo-
ritme.

Bevis

e Lad c, veere prisen knyttet til x € S.
1
IS—(SIUSU...US_y)|

Cx=
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e )

Siden C* ogsa daekker X har vi

Vi vil om lidt vise at

A

ESCXSH(ISI)

Xe

hvoraf vi far

Ic| < S;*X;Cx < s;*HGSI)
< SEZ*H(nSLag(ISI) < €| H(pax|s)

og dermed

Cl
<
o] < H0gaxIs)
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Set Covering Problem

Vil vise at

Lad for enhver maengde S€ F

U= |S— (SUSU...US)|
veere antallet af ikke daekkede elementer i Sefter det i’te
skridt i den gradige algoritme.

k 1
gscx_ i;(uifl_ul)- IS— (SUSU...US )|
Bemeerk at

|S— (S USU...US_1)| > |S—(SSUSU...US_1)| =Ui_;
for enhver maengde S, sa

k
1
< U_1—U)—
5SSl
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Set Covering Problem

Der geelder at H(n) = 3]_; ; sdforb>a

H(b)-H(a) =

o< i;(uil—ui)i

= H(up) —H(w)

= H(up) —H(0) da k er sidste index
= H(up) daH(0)=0

= H(IS)
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