Brudebuket

Brudebuketten skal i sagens natur vaere overdadig og smuk, sa her ma der ikke spares pa noget.
Bukettens skenhed kan bestemmes ved at lgse fglgende optimeringsproblem, hvor begraensnin-
gerne alene er bestemt af bukettens omkreds og vegt:

maximize 2x1 + 4xo

subjectto 3x1 + 2x2 < 12
2X1 + 2%2 < 3
X1,X2 € Z7T

Ved tilfgjelse af slack variable s1,Sp > 0 for de to begraensninger, og lgsning af LP-relaxeringen
af problemet med Simplex algoritmen, fremkommer falgende to ligninger
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Udled et Gomory snit fra den farste Simplex ligning hvori basisvariablen antager en fraktionel
veerdi.

S 11: Hvilken ulighed fremkommer efter eliminering af slack variablene?

11A) X1 +%2< 3
11B) x1+x2<1
11C) x <1

11D) X1+ 5% < 3
11E) x1+x2<2
11F) x2<1

Brudens far er dog ikke tilfreds med ovenstdende lgsning, som kun ger brug af to slags
blomster. | stedet formulerer han nogle forslag til en ny model, hvori samtlige fem af arstidens
blomster indgar. Begraensningerne i modellen er givet ved fglgende matricer A; til Ag:

3 1 -1 1 1 1
( 3 ( 11 ( 11
AL = 3 Ay = “1-1] Az= 1
3 1 11 1 1
\3 \1 \ o1 )
1 1 1 -1 1 1 1 1
( 1 1 (—11 ( 1-1
Ay = 1-1 As = 1 —11]|As=]| 1
11 1 -1 1 1
\ =y

\ -1

S 12: Netop en af matricerne er totalt unimoduler. Hvilken?

12A) Matrix Ag 12D) Matrix Ag
12B) Matrix A 12E) Matrix As
12C) Matrix A3 12F) Matrix Ag



Bryllupsnat

Intet bryllup uden en bryllupsnat! Fra et udsggt fransk lingerikatalog udvaelger bruden en raekke
beklaedningsgenstande. Ikke overraskende kan valget af bekleedningsgenstande formuleres som
felgende cover problem:

5X1 4+ 6X2 + 7X3+ 8X4 + 9x5 < 15 (A)
12X1 + 8% + 5x3 + 4X4 + 8x5 < 15 (B)
X1,X2,X3,%4,%5 € {0,1}

S 13: Hvis man betragter ulighed (A), hvilken af falgende uligheder er ikke en minimal cover
ulighed:

13A) X1+X3+x4<2 13D) X1+X3+x5<2
13B) x4+x5<1 13E) X1 +Xo+Xx5<2
13C) X1+Xo+x3<?2 13F) Xp+Xo+X4<2

S 14: Huvis vi nu betragter ulighed (B), hvad er den starste veerdi af o saledes at begraensningen
OXp+X2+x5 <1

er en lovlig ulighed?

14A) a=0 14D) a=3
14B) a=1 14E) o =4
14C) a=2 14F) o =5

Renggringsprogrammer

Farmands borddame under middagen er en stor tilhaenger af renggringsprogrammer i TV. Hun
underholder hele selskabet med historier om de mest utrolige bakterier man kan finde under en
tallerken, pa lysekronen, eller pa kanten af en lysestage. Inspireret af de bevingede ord begynder
Farmand at overveje styrken af et Lagrange relaxeret problem.

Betragt fglgende minimerings problem givet ved

min cx

s.t. Ax>b
Dx>d
Xx>0,xeZ"

hvor ¢ og x er vektorer af leengde n, b og d er vektorer af l&engde m, og A og D er n x m matri-
cer. Lad z,p betegne veerdien af den heltals-optimale lgsning til problemet, og z; p betegne den
optimale lgsningsveerdi af LP-relaxeringen.



Det Lagrange relaxerede problem er
min z r(A) = cx—A(Dx—d)
s.t. Ax>b
X>0,xeZ"
Antag at vi lgser det Lagrange duale problem

2 p = MaXyer7ZLR(A)

S 15: Det vides endvidere at A er totalt unimoduleer og at b er heltallig. Hvilket af falgende
udsagn er korrekt:

15A) zp=zp=17zp 15D) zip=zp<zip

15B) zip<zp=1zp 15E) zp=1zp>zip

15C) zp>zp=12zp 15F) zip>z7p>71p
Sejltur

Bryllupsfesten skal naturligvis afsluttes med en sejltur pa kanalerne i Frederiksberg have. Desverre
har bryllupsgaesterne spist og drukket sa godt at kaptajnen er bekymret for om robaden kan kan-
tre. Hver bad er godkendt til at baere en samlet vaegt L som ikke ma overskrides. Bade af hensyn
til gkonomien, men ikke mindst pa grund af selskabeligheden, gnsker man ikke at bruge flere
robade end hgjst ngdvendigt. Til stor gleede indser Farmand at dette er et “bin-packing problem”
og kommanderer straks hele selskabet op pa badevagten.

Bin-packing problemet er defineret som faler: Der er givet n personer med vaegte wq,wo, ..., Wp
samt et ubegreaenset antal bade (“bins™). Hver bad i kan hgjst baere den samlede vaegt L. Problemet
er at tildele alle personer til en bad saledes at der bruges feerrest mulige bade.

Hvis vi bruger den binare beslutningsvariabel u; til at angive om bad i benyttes, og den
binzre variabel x;; til at angive om person j kommer med béd i, kan problemet formuleres som
felgende optimeringsproblem:

min i, u;
st. Shax; >1 j=1,...,n (1)
ZT:leXij <Lyi=1,...,n (2)

ui,xij € {0,1} i,j=1,...,n (3)

S 16: Vi vil anvende Dantzig-Wolfe dekomponering til at lgse problemet. Lad (ajx) veere en
matrix af alle lovlige bemandinger af en bad, hvor ajx = 1 hvis og kun hvis person j indgar
i bemanding k. Antallet af forskellige bemandinger er m. Hvad er den korrekte formulering af
master problemet?



16A)

16B)

16C)

min Y, Xk

S.t. zﬂ‘zlajkxk >1j=1,...,n
Xk € {0,1} k=1,....m

min Y, Xk

Xk € ZT k=1,....m

—
min 31, x;
st. Yl japxj>1k=1,....,m

xj € {0,1} j=1,....n

min Y Xk
16D) |s.t. zkmzlajkxkzl j=1,...,n
Xq € Z k=1,...,m

min 311

16E) |st 30 yx;>1
xje{0,1} j=1,...,n

min Z?:lajkxl'
16F) |st Y xj>1k=1,...m
xje{0,1} j=1,....m

Betragt fglgende instans af bin-packing problemet, hvor der er givet n = 4 personer, og hver bad
kan rumme veegten L = 12:

j

Wj

1 2
3 4

3 4
5 7

Falgende tabel angiver nogle forslag til lovlige bemandinger af en bad. F.eks. betyder linie k =5

at personerne 1 og 2 indgar i bemandingen.

1 2 3 4
1/1 0 0 O
2/0 1 00
3|0 010
410 0 0 1
5/1 1 00
6|1 0 1 0
711 0 0 1
8|1 1 10
9|1 0 1 1
10/0 1 1 0
11/0 1 0 1
120 0 1 1

S 17: Hvilken af ovenstaende bemandinger er ikke lovlig?

17A)
17B)
17C)
17D)

17E) k=09

17F) k=10
17G) k=11
17H) k=12



10

Efter et antal iterationer, ser “restricted master” problemet ud som falger

Min X3 + X2 + X3 + X4 + X5 + Xg + X7 + Xg
st X1 + X5 + Xg >1
X2 + X5+ + X7 >1
X3 + X5 + +Xxg>1
X4 + X6+ X7+ XxXg>1
X1 , X2 , X3 , Xa , X5 , X , X7 , Xg € {0,1}

Ved lgsning af LP-relaxeringen, fas de duale variable: y; = % Y2 = % y3= % Y4 = %

S 18: Hvad er den naste lovlige bemanding (fra ovenstaende tabel) som kommer med i master
problemet hvis vi bruger Dantzigs regel til at valge variablen der skal ind i basis (dvs. den
variabel som har mindst reduceret omkostning valges)

18A) k=5 18E) k=9

18B) k=6 18F) k=10

18C) k=7 18G) k=11

18D) k=38 18H) ingen, processen terminerer

S 19: (tekst spgrgsmal)

Lagrange-relaxer begreensningerne (1) i den originale model, og angiv lagrange-multiplikatorernes
domene. Lgs det Lagrange duale problem for den givne instans, dvs. bestem de lagrange-multiplikatorer
som farer til den strammeste graenseveardi, og beregn veerdien af denne.

Rabatter

Farmand, der som bekendt skal betale mad og drikke ved brylluppet, er meget opsat pa at kebe
vinen billigst muligt. Til middagen er der behov for ba flasker vin af type A (Gewirztraminer
Grand Cru Brand 2000) og bg flasker af type B (Rasteau, Cotes du Rhone Villages 2000).

Faderen har kig pa to forhandlere som se&lger de givne vine. Prisen for vin A hos forhandler i
er ciA (kr). Tilsvarende er prisen for vin B hos forhandler i givet ved CiB (kr). Endvidere har de to
forhandlere nogle rabataftaler:

e forhandler 1: Hver gang man kaber 5 flasker af type A far man een flaske gratis. Der er
ingen rabat pa type B.

e forhandler 2: Hvis man kaeber for mere end 2000 kr vine (type A og B tilsammen) far man
300 kr kontantrabat.

Lad xiA angiver antal flasker A kebt hos forhandler i, og tilsvarende xiB angiver antal flasker B
kabt hos forhandler i.

S 20: (tekst spgrgsmal)
Formuler en IP-model som kan bruges til at minimere indkabsomkostningerne.



Svar
S11: Fra ligningen
X1+ X2+ 1s _3
1+Xe+582= 5
fas Gomory uligheden
1S S 1
27272
Ved indsettelse af s, = 3 — 2x1 — 2xo fas
X1+x2 <1
Det korrekte svar er 11.b).
\\
S12: Det korrekte svar er 12.1).
1 1 -1
1-1
As=| 1
1 1
-1

S13:

Lad P; = {1,2} besta af farste og anden reekke. Lad P, = {3,4,5} besta af tredie, fjerde
og femte raeekke. Sa ses det let at Ag overholder “property P”.

Uligheden x; + X3+ x5 < 2 er ikke en minimal cover ulighed, da ogsa x3+Xxs < 1 er en
cover ulighed. Sa det rigtige svar er 13.d).

S14: Vi har den minimale cover ulighed

X2+X5 <1
For at finde den starste verdi af a saledes at uligheden
OX1+Xo+X5 <1
er lovlig, lgser vi problemet:

Yy = maximize X2 + X5
subject to 12+ 8xo+8x5 < 15
X2,X5 € {0, 1}

med optimal lgsningy=0. Sd a = 1 —y= 1, og dermed er 14 b) korrekt.



S15:

S16:

S17:

S18:

S19:

Siden A er totalt unimoduleer, definerer begraensningerne Ax > b det konvekse hylster, og
dermed ved vi at z p = z_p. Da vi ikke ved om Dx < d definerer det konvekse hylster, kan
der findes instanser hvor den nedre graenseverdi z,p og z.p er skarpt mindre end z,p. S&
det korrekte svar er 15.d).

Det korrekte svar er

min Y Xk
s.t. ZE]:laika >1i=1,...,n
xk €{0,1} k=1,...,m

Sé 16.a) er korrekt.

Bemanding k = 9 som indeholder personerne {1,3,4} er ikke lovlig da deres samlede
veegt-sum er 34+5+7 = 15. Det rigtige svar er 17.e).

Alle bemandinger har ikke-negativ reduceret omkostning som det ses i falgende tabel:

ki}l 2 3 4}1—%-”:12a,-ky,-
1/1 00 0[1-1=%
2/0 1 0 0]1-%=3
3|0 01 0]1-3=%
4]0 0 0 1]1-%=1%
5/1 10 0[1-2=1
6/1 0 1 0[1-35=1
71100 1|1-3=0
8|1 1 1 0]1-%=0
10/0 1 1 0|1-%2=1
110 1 0 1]1-3=0
12/0 0 1 1|1-3=0

sa forsinket kolonnegenererings proceduren vil terminere. Svar 18.h) er rigtigt.

Hvis man anvender multiplikatorer Aj > 0 bliver det Lagrange relaxerede problem
min 3iLq Ui — 571 Aj(3ilaXij — 1)

s.t. zrj‘:lexij <Luyii=1,...,n
ui,xj € {0,1} ILbj=1,...,n

der kan omskrives til

min 5L (Ui = 371 AXij) + 3=t A
s.t. ZT:lWiXii <Luyii=1,...,n
ui,xj € {0,1} ILbj=1,...,n



S20:

der igen kan spaltes op i n identiske problemer pa formen:
min uin— Z?:l)\jxij
s.t. ijle'xij < Ly
xij € {0,1} j=1,...,n

Det optimale valg af Lagrange multiplikatorer svarer til de duale variable i master proble-
met. Da kolonnegenereringsprocessen er termineret, kan vi derfor vaelge A1 =y1, A2 = Yo,
A3 = Y3, Ag4 = y4. Det ses nu at ovenstaende problem har Igsningsverdien 0 ved at gen-
nemlgbe samtlige lovlige bemandinger af baden. Dermed bliver den optimale lgsningsvardi

n n n 5
min U— > AiXii)+ S Ai=0+-
_;( i j; iXij) ,Zl j 3

Lad &' angive antal gratis flasker fra forhandler 1. Lad & angive om der opnas rabat hos
forhandler 2.

Da kan objektfunktionen skrives som
minch (xk — &%) + cixd + caxa + c3x3 — 3005
Vi skal opfylde behovene for vin

X3 +X3 > ba
X5 +X§ > bg

Antal gratis flasker fra forhandler 1 er givet ved uligheden
x,11 > 652, 3 e Zy
Rabat hos forhandler 2 er styret af
CaXA +C3x5 > 2000 « %=1 5 e {0,1}
Sidstnaevnte implikation kan nemt lineariseres til

CZX4 4+ C3x3 — 200087 > 0



