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»=�¥è ¿��^ÎÐÏ
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°3 3�h°&�G¨X®
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®��[�X¨�õ�­-®{¯B �®���¡{®
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®��[�X¨~��ö÷âG§1±� 	§1�h¢£�V�fÛ
§1���¹¨X°�®{¡�¢²§1±�±�ø5©È§V¨h��®�âG§1±� 	§1�h¢£�V�ë�1©�°3±²§V¡{®�«
®��[�X¨�§1�X®�âI®��hø5¢�«�°&�V�h��§1�[��¢��¹�h¶�®�¡{�V�[�X®úù=���1©&û	�-�V�h°3±²§1�3�3¢��3¬�Û
ã�¶�®��X® øI�V Ðã�§1�B�+�X�µ �¨X®�±£�B¡~§1±3¨X®~§1�X¡�¶¹§1±�¬I�V�h¢��h«
¨÷�X�#ü����
§�¬I�-�-�b¨X�V±� 3�h¢£�V���X�µ�h¶�®�°3±²§V¡{®�«
®��[��°3�X�V·3±£®�«¸�
¿�©8�X®���¶	§~âB¢��3¬�°3�X®{¨X®��[�X®{�6�h¶�®¹�=¢þý�®��X®��[�Ð§1±�¬I�V�h¢��h¶3«
¨�§V¨X¨X�-¡�¢²§1�X®{��ã�¢��h¶ÿ�h¶�®¹��ãÝ���X®�°3�X®{¨X®��B��§1�h¢£�V��¨~Ûnã�®
ã�¢�±�±�«¹§1çI®^§�¨h«¹§1±�±#¡{�V«�°	§1�h¢£¨��V�º�1©��h¶�®¸��ã���ã�¢��h¶º�X®{¨h°�®{¡��¹�X��¶��~ãÒ©ª§V¨h�¹�h¶�®�ø¤§1�X®G��¦ ¶�®¸°	§1°&®��
¢£¨
¨h�h�X�V�3¬G±�øm·	§V¨X®{�½�V�¸�h¶�®��äãÝ�¹°	§1°�®��X¨�������§1�����¥�����
� ®5���~ãê�3®úü���®Ð�h¶�®ÐÕ+¼f¿�Ã�ö+æ^ö+àµ¦ °3�X�V·3±£®�«¸�n´µ¢�âI®���§ë¨X®��

B = {B1, B2, ..., Bn}
�1©��X®{¡���§1�3¬G 3±²§1�

·3±£�-¡Xç=¨~Û�ã�¶�®��X®�®�âI®��høº·3±£�-¡Xçº±�¢£®{¨m°	§1��§1±�±£®�±��X�Ù�h¶�®�¡{�B�V�X�=¢��	§1�X®�§�ù3®{¨¸§1���W®~§V¡X¶Ç·3±£�-¡Xç
Bi

¢£¨m¬G¢�âI®��
·[øÄ§^�h 3°3±£®

(hi, wi)
Û÷ã�¶�®��X®

hi
§1���

wi
¢£¨
�h¶�®¸¶�®�¢�¬G¶[�ë§1���Äã�¢��X�=¶ �1©µ�h¶�®¸·3±£�B¡�ç

Bi
�X®{¨h°&®{¡��h¢�âI®�±�øI�

¿ °3±²§V¡{®�«
®��B�
P = {(xi, yi)|1 ≤ i ≤ n} ¢£¨½§1� §V¨X¨h¢�¬G�3«
®��[�¸�1©5¡{�B�V�X�=¢��	§1�X®{¨m�X�Ù�h¶�®^±£�~ã�®��½±£®ú©8�¡{�V�h��®��X¨¹�1©\�h¶�®½�X®{¡���§1�3¬G 3±²§1�ë·3±£�-¡Xç=¨¹¨h �¡�¶Ä�h¶	§1�¹�����äãÝ�ÿ·3±£�B¡�ç-¨ë§1�X®¸�~âI®��h±²§1°3°3¢��3¬���¦ ¶�®¸°3±²§V¡{®�«
®��B�

°3�X�V·3±£®�« ¡{�V��¨X¢£¨h�X¨��1©�ü����=¢��3¬¹�h¶�®a°3±²§V¡{®�«
®��[�µã�¶3¢£¡X¶^«�¢��3¢�«�¢��~®{¨#¨��V«
®��V·
	$®{¡��h¢�âI®a©� 3��¡��h¢£�V�fÛ�ã�¶3¢£¡X¶�¢£¨
��ø-°3¢£¡~§1±�±�ø¸�h¶�®a·��V 3���=¢��3¬ë·��~ù�§1�X®~§¹�V�#�h¶�®b§1°3°3�X�~ù-¢�«¹§1�X®5ã�¢��X®�±£®��3¬G�h¶��X®{¯[ 3¢��X®{�¸©��V�#¢��[�X®��X¡{�V�3��®{¡��h¢£�V��¨
�V��§Ðã�®�¢�¬G¶[�X®{�S¡{�V«b·3¢��	§1�h¢£�V�^�1©��h¶�®\�äãÝ�3�
�ä�½�h¶3¢£¨�°	§1°�®���ãÝ®��V�3±�øm¡{�V��¨h¢£�3®����h¶�®\°3�X�V·3±£®�« �1©�ü����=¢��3¬¹�h¶�®\·��V 3���=¢��3¬¹·��~ùm�1©�«�¢��3¢�«¹§1±Z§1�X®~§=�

� � wXv\v�ñ�
Ðw���s5sbôXs�� ò��	ôXs���������ò��÷sbó���
���ôXñ��
�����  �!#"%$'&�(*),+-"'./&0!
�ä� �h¶3¢£¨ë¨X®{¡��h¢£�V�ºã�¶3¢£¡�¶º¢£¨ë¨h�h�X�V�3¬G±�ø¤·	§V¨X®{�c�V� �h¶�®�§1�h�h¢£¡�±£®1���2�µã�®¸ã�¢�±�±��=¢£¨X¡� �¨X¨m§�©È§V¨h�Â®�âG§1±� 	§1�h¢£�V�
§1±�¬I�V�h¢��h¶3« �1©�°3±²§V¡{®�«
®��B�X¨Ý�X®�°3�X®{¨�®��[�X®{�Â·[ø
§\¨X®{¯B �®���¡{®�°	§1¢��~�[¦ ¶�®�¨X®{¯[ �®���¡{®�°	§1¢��+�X®�°3�X®{¨X®��B��§1�h¢£�V�Âã §V¨
¢��[�h�X�-�= �¡{®{�Ù·[øÿæ� 3��§1��§¸®���§1±È��¢��3�¥»���� � ®
ã�¢�±�±����V�5�3®{¨X¡��h¢�·&®Â¶��~ã��X�¸¬I®��b©8�X�V« §½°3±²§V¡{®�«
®��B�5�X��§
¨X®{¯B �®���¡{®m°	§1¢��SÏ�¨X®{®4�¥»���©ª�V���h¶3¢£¨ Ñ Û�·3 3�
�V�3±�øÿ¶���ãÁ�X��¬I®��Ð©8�X�V« §�¨�®{¯[ �®���¡{®m°	§1¢����X��§^°3±²§V¡{®�«
®��B�~�
­B¢�«a 3±²§1�X®{�Ä§1�3��®~§1±�¢��3¬�ÛZ��§1·3 ¤¨X®~§1�X¡�¶ �V�Ð¨X�V«
®ë�V�h¶�®��Ð§1°3°3�X�I§V¡�¶Ä¡~§1�6�h¶�®��Ù·&®¹ �¨X®{�6�X�Sü����Ù§S¬I�B�-�
¨X�V±� 3�h¢£�V�f��¦ ¶�®b§1±�¬I�V�h¢��h¶3«
¨�ãÝ®a°3�X®{¨X®��[��¢��½�h¶3¢£¨�¨X®{¡��h¢£�V��§1�X®�±£�-¡~§1±n¨X®~§1�X¡�¶�§1±�¬I�V�h¢��h¶3«
¨~�
�ä�1�¥»��÷æS 3��§1��§Â®��\§1±È�	°3�X®{¨X®��B�X®{��§1�

O(n2)
®�âG§1±� 	§1�h¢£�V��§1±�¬I�V�h¢��h¶3« ·	§V¨�®{���V��¡{�V��¨h�h��§1¢��[�\¬G��§1°3¶�¨#©ª�V�

�h��§1��¨h±²§1�h¢��3¬ë¨X®{¯[ �®���¡{®a°	§1¢��X¨�¢��B�X�Â§V¡��h 	§1±n°3±²§V¡{®�«
®��B�X¨~� � ®\ã�¢�±�±fü��X¨h��¬G¢�âI®b§1�S��âI®��hâB¢£®�ã �1©��h¶3¢£¨µ§1±�¬I�1Ô
�h¢��h¶3«¸Û	§1���m�h¶�®��S�=¢�âI®�«
�V�X®�¢��[�X�
�3®�°3�h¶¸ã�¢��h¶½�h¶�®��äãÝ�ë§1±��X®��h�	§1�X®�®�âV§1±� 	§1�h¢£�V�^§1±�¬I�V�h¢��h¶3«
¨��3®{¨X¡��h¢�·&®{�
¢��5���6�����ä��®{¨X¨X®���¡{®Ð�h¶�®{¨X®
��ãÝ��§1±�¬I�V�h¢��h¶3«
¨b§1�X®¹§1±�¢�çI®GÛ��h¶�®¹�V�3±�ø^�=¢þý�®��X®���¡{®�¢£¨\�h¶	§1�a�V��®Ð �¨�®{¨a§ë«
�V�X®
¨X�V°3¶3¢£¨h�h¢£¡~§1�X®{�Ù��§1��§V¨h�h�h �¡��h 3�X®ë�h¶	§1�5¢�«�°3�X�~âI®{¨5�h¶�®
ü��X¨X�5§1±�¬I�V�h¢��h¶3«87 ¨Ð�h 3�3�3¢��3¬^�h¢�«
®
©��X�V«

O(n2)
�X�

O(n·logn)
��¦ ¶�®Ý��ã��\§1±�¬I�V�h¢��h¶3«
¨�§1�X®Ý·	§V¨X®{�5�V�a±£�V�3¬I®{¨h��¡{�V«�«
�V��¨h 3·�¨X®{¯B �®���¡{®Ý¡{�V«�°3 3��§1�h¢£�V��¨�ã�¶3¢£¡�¶

ãÝ®�ã�¢�±�±n�3®{¨X¡��h¢�·&®\¨h¶��V�h�h±�øI�

���9� :;$'<=!*>@?A&B$DCE.�!*FHG�I�J�)KI�!,+
IML*<=./$D>N"O&PL,Q�<=+
I�CPI�!#"%>
R �'S÷zZ�²|��8��zº�UT�x�VXW9Y@Z6[

n
Z2\]Z2^_Z2[�`ba

e1, ..., en c adZfe6ghZ2[jikZlW9a c [�mOnAopZ2nqWb[prNmAst`bu
Z n Z2\]Z2^_Z2[�`batWvZdw ca�Z�e6gxZ6[jikZtW9aya�mO^_Z,zxZ2n2^{g-` c `|W|mO[4mAs}`bu
Z n Z2\�Z6^lZ6[�`ba�w;~�Z���n2Wb`�Z c adZfe6ghZ2[jikZ c a < x1x2...xn >
��uxZ2nfZ`bu
Z2n�ZlW�a c��@�f� i�m%nfZqa�z
mO[jo c [jikZ8�kZ6`|�,Z�Z2[ xi � a c [jo ej � a i = 1...n � j = 1...n

w�� ¨X®{¯B �®���¡{®Ð°	§1¢�� W9a cz c WbntmAs�adZfe6ghZ2[jikZ2a � ��uDW|i6u��,Z���n2Wb`�Z (X,Y )
��u
Z2n�Z

X c [jo Y c n�Z�`|�*mla�Z�e6gxZ6[jikZqadw
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ÓZ¢�¬G 3�b�GõZÏª§ Ñ ¦ ¶�®a�V·3±�¢£¯B �®b¬G�h¢£�½©ª�V���h¶�®a¨X®{¯B �®���¡{®b°	§1¢��5Ï���Æë»S�a¾¹�ÂÍ-��ÛB��¾Â»¹ÍÐÆ^�b�-� Ñ ��Ï8· Ñ ¦ ¶�®¨h±£�V°&®�±�¢���®{¨ ©ª�V���h¶�®�°��V¢��B�bÏ$�GÛf� Ñ �nÏ�¡ Ñ ¦ ¶�®a¡{�V�h�X®{¨h°��V���=¢��3¬Â°3±²§V¡{®�«
®��[�~�

�ä�¤�h¶�®¸¡{�V�[�X®úù=�Â�1©�°3±²§V¡{®�«
®��[�~Û�®~§V¡X¶ ®�±£®�«
®��B�Â�1©�¡{�V 3�X¨X®½¡{�V�h�X®{¨h°&�V���3¨
�X�6§�¡{®��h��§1¢��Ä«
�-�= 3±£®½�h¶	§1�
��®{®{�3¨��X�Ð·&®�°3±²§V¡{®{���
� ®����~ãÀ�3®{¨X¡��h¢�·�®�ã�¶	§1��¡{�V��¨h�h��§1¢��[�X¨µ§�¨X®{¯B �®���¡{®�°	§1¢��

(X,Y )
¢�«�°3±�¢£®{¨�·�®��äãÝ®{®��S�h¶�®\�=¢þý�®��X®��[�#«
�B�-Ô

 3±£®{¨~�3ÓZ¢��X¨h���3®úü���®��h¶�®�©��V±�±£��ã�¢��3¬¹¨X®��X¨~õ

Maa(x) = {x′|x′ ¢£¨�§�©��X®�� x ¢��½·&�V�h¶ X §1���
Y �

M bb(x) = {x′|x′ ¢£¨�·&®ú©��V�X® x ¢��S·��V�h¶ X §1���
Y �

Mab(x) = {x′|x′ ¢£¨�§�©��X®�� x ¢�� X §1���
x′
¢£¨�·&®ú©��V�X®

x
¢��
Y �

M ba(x) = {x′|x′ ¢£¨�·&®ú©��V�X® x ¢�� X §1���
x′
¢£¨�§�©8�X®��

x
¢��
Y �

àµ�~ã ¬G¢�âI®��¤§½«
�-�= 3±£®
m
ã�¢��h¶ ¡{�V�h�X®{¨h°&�V���=¢��3¬^®�±£®�«
®��B�

x
�h¶�®�� §1±�±�«
�-�= 3±£®{¨aã�¢��h¶ ¡{�V�h�X®{¨h°&�V���=¢��3¬

®�±£®�«
®��[�
x′
¢��
Maa Û M bb Û Mab �V� M ba «b �¨h� ·�®µ°3±²§V¡{®{� \]Zbs2`,mAs m Û nqW�r@up`*mfs m Û ��Z2\�mO� m

�V� c ��mOY@Z
m
�X®{¨h°&®{¡��h¢�âI®�±�øI�

�UT²�=T8x �m}��3���5�Z�3�~�B� |~}1��zn�����	}Vî��=|��8��z
¦ ¶�®µ¨X®{¯[ �®���¡{®#°	§1¢��Ý¡~§1�ë·&®��h��§1��¨h±²§1�X®{�ë¢��[�X�Ð§1�½§V¡��h 	§1±�°3±²§V¡{®�«
®��B��§V¨�©ª�V±�±£�~ã�¨\Ï8�h¶3¢£¨�¢£¨��h¶�®µ§1±�¬I�V�h¢��h¶3«
�3®{¨X¡��h¢�·&®{�¹¢����¥»�� Ñ �3´µ¢�âI®��m§1�m¨X®{¯B �®���¡{®�°	§1¢�� (X,Y )

�=��§~ãW§1�ëÆ[Ía�3®�¬G�X®{®µ�V·3±�¢£¯B �®�¬G�h¢£��Ï�¨X®{®�ü�¬G 3�X®5� Ñ �¿#±£�V�3¬5�h¶�®\�V��®\¨X¢£�3®#ã��h¢��X®µ�h¶�®\¨X®{¯B �®���¡{®
X
Û�§1���¸§1±£�V�3¬Ð�h¶�®\�V�h¶�®���ã��h¢��X®��h¶�®�¨X®{¯[ �®���¡{®

Y
�=à#��ãW�h¶�®

¢��[�X®��X®{¨X�h¢��3¬¹°&�V¢��[�X¨��V�S�h¶�®\¬G�h¢£�S§1�X®��h¶�®�¡��X�G¨X¨X¢��3¬I¨
(xi, xi)

ã�¶�®��X®
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Z*s6m%\9\�mO��Wb[pr�u
mO\�oOa��

xi ∈M bb(xj)⇔ xi
W9a}\�Z|s2`,`/m

xj
Ï$� Ñ

xi ∈Mab(xj)⇔ xi
W9at��Z2\�mO�

xj
Ïª� Ñ
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Z{i�m%nfZqa�z
mO[jo%W9[prN^�m�oOgp\]Zl��Z`bu
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`/m
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Z4i�mO[ha2`|n c W9[j`ba�rOWbY@Z2[¯�2ª `bu
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¡{�V�B��§1¢���¨Ð������âI®��h±²§1°�¨~ÛZ��§1çI®Â�äãÝ�^«
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«
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R �'S÷zZ�²|��8��zº�UT�±©VXW9Y@Z6[ c a�Z�e6gxZ6[jikZ X � c aqgh�qadZfe6ghZ2[jikZ Z W�a c a�Zfe�gxZ2[�ikZ���u-mOa�Z�Z2\�Z6^lZ6[�`ba c z'zxZ c nWb[
X
W9[�`bu
Z�a c ^lZtmOnfoDZ2ntWvZdw#W s Z =< z1z2...zn >

`buxZ2[
X =< ...z1...z2......zn... >

w
R �'S÷zZ�²|��8��zº�UT]²³VXW9Y@Z6[M`|�*m��,Z2W�r@up`�Z�o­a�Zfe�gxZ2[�ikZqa

X c [jo Y � c adZfe6ghZ2[jikZ Z W�a c i�mO^{^lmO[Ma2gx�qadZ �e6ghZ2[jikZlmAs
X c [jo Y W s

Z
W9a c a2gx�qadZfe6ghZ2[jikZ_mAst�fm%`bu X c [�o Y w

R �'S÷zZ�²|��8��zº�UTb´ « u
Z}\]Z2[pr'`bu8mfs c ikmO^{^�m%[§a2gx�qadZfe6ghZ2[jikZ Z =< z1...zn >
W�a

n∑

i=1

w(zi)

¦ ¶�®�±£�V�3¬I®{¨h��¡{�V«�«
�V�S¨X 3·�¨X®{¯[ �®���¡{®µ©ª�V��§Ð¨X®{¯B �®���¡{®�°	§1¢���¢£¨ �h¶[ �¨��h¶�®\¡{�V«�«
�V�S¨X 3·�¨X®{¯[ �®���¡{®\�1©Z�h¶�®
��ã���¨X®{¯B �®���¡{®{¨�ã�¢��h¶��h¶�® «¹§�ù-¢�«b 3«ß±£®��3¬G�h¶f�I�ä�Ð�h¶�®�©ª�V±�±£�~ã�¢��3¬a±£®�� � í�µ �3®����V�X®��h¶�® ±£�V�3¬I®{¨h�+¡{�V«�«
�V�
¨h 3·�¨X®{¯B �®���¡{®¹§1���

lcs(X,Y )
�3®����V�X®��h¶�®�±£®��3¬G�h¶6�1©��h¶�®Ð±£�V�3¬I®{¨h�b¡{�V«�«
�V�ÿ¨h 3·�¨X®{¯B �®���¡{®
�1©

X
§1���

Y
�

� �-îÿîÿ�ÿ�UT]¶·¢#Z6`t`buxZ2nfZ¸��Z�rOWbY@Z2[ c a�Zfe6ghZ2[jiqZ¹z c Wbn (X,Y ) c [joº\�Z6` Gh(V,E)
��Z­`buxZ c aka6m�i6W c `�Zfou-mOn2W]¥dmO[�` c \ � i�mO[xa6`|n c Wb[�`�rOn c z�u
w « uxZ2[

v1 ; v2 ; ... ; vk
z c `buNWb[ Gh(V,E)⇔< v1v2...vk >

W�a c i�mO^{^lmO[­aqgh�qa�Z�e6gxZ6[jikZlmfs (X,Y ),

��u
Z2n�Z��,Z;u c Y@Z�nfZ2^lmOYOZfo c z
mOakaqW/�2\]Z sh c `*`bu
Zt�kZvrOWb[h[hWb[pr¹mfs�`buxZ¤z c `bu c [�o c z
m@aka2Wv�6\�Z th c `K`bu
Z�Z2[joDw
� }1����� » ®��X®
ã�®� �¨X®��h¶�®
©ª§V¡��a�h¶	§1��¢þ©��h¶�®��X®
¢£¨b§1�6®{�=¬I®
·&®���ãÝ®{®��6��ã��SâI®��h�h¢£¡{®{¨

vi, vj ∈ Gh(V,E)�h¶�®��¸·Bøë¡{�V��¨h�h�h �¡��h¢£�V�
vi
¢£¨�±£®ú©8���1©

vj
� � ®����~ãÀ¶	§{âI®Gõ

p = v1 ; v2 ; ... ; vk
°	§1�h¶¸¢��

Gh(V,E)⇔
vi
¢£¨�±£®ú©8���X�

vi+1, i = 1, ..., k − 1⇔
vi ∈M bb(vi+1), i = 1, ...k − 1⇔
X =< ...vi...vi+1... > ∧Y =< ...vi...vi+1... >, i = 1, ..., k − 1⇔
X =< ...v1...v2......vk... > ∧Y =< ...v1...v2......vk... >⇔
Z =< v1v2...vk >

¢£¨�§Ð¡{�V«�«
�V�^¨h 3·�¨X®{¯B �®���¡{®\�1©
(X,Y )

�
2­B¢�«�¢�±²§1�h±�ømãÝ®�¡~§1�S°3�X�~âI®

¾



� �-îÿîÿ�ÿ�UT]¼·¢#Z6`{`bu
Z2n�Z4��ZNrOWbY@Z2[ c a�Z�e6gxZ6[jikZ¹z c W9n (X,Y ) c [joº\]Z6` Gv(V,E)
��Z�`buxZ c aka6m�i6W c `�Zfou-mOn2W]¥dmO[�` c \ � i�mO[xa6`|n c Wb[�`�rOn c z�u
w « uxZ2[

v1 ; v2 ; ... ; vk
z c `buNWb[ Gh(V,E)⇔< v1v2...vk >

W9a c i�mO^{^lmO[§a2gx�2a�Zfe6ghZ2[jiqZ_mAs (XR, Y ),

��u
Z2n�Z
XR W9ay`bu
Z�nfZ2YOZ2nkadZ�mfs

X c [�o���u
Z2n�Z��,Zyu c Y@Z�n�Z2^lmOY@Zfo c z
m@aqaqW/�2\]Z sh c `�`bu
Z���Zvr%W9[h[�W9[pr¹mAsy`buxZz c `bu c [�o c z
m@aqaqW/�2\�Z th c `*`bu
Z{Z2[jopw
àµ�~ãÇã�®a§1�X®\�X®~§V�=øë�X��°3�X�~âI®\�h¶�®\©��V±�±£��ã�¢��3¬¹±£®�«�«¹§=�
� �-îÿîÿ�ÿ�UT�x-½£¢0Z6`

B
�kZ c �2\�mdi2¾dadZ6` c [�o ∀b ∈ B : w(b) =

��W|o'`bu�mAs
b
wB¢0Z�`

b ∈ B c [jo�\]Z6` (X,Y )��Z c a�Zfe�gxZ2[�ikZ�z c Wbn�mAs�`bu
Z*s�mOn2^ (X,Y ) = (X1bX2, Y1bY2)
w « u
Z2[

lcs(X1, Y1)
W�a�`bu
Zy¨ � i�mdmOnfoOWb[ c `�ZmAs�`bu
ZN�2\�mdi2¾

b
W9[ c [¿mqz�`|Wb^ c \Uzj\ c ikZ2^_Z2[�` c [jo lcs(X,Y )

W9a¹`bu
ZN`/m%` c \*��Wvo%`buºmAs c [¿mqz�`|Wb^ c \X�2\�mdi2¾zj\ c ikZ2^_Z2[j`�w
� }1����� � ® §1¬[§1¢��5��®{®{�5�X�µ¨h¶��~ã �h¶	§1���h¶�®Ý°3±²§V¡{®�«
®��[�+¢£¨�¡{�V�h�X®{¡��+§1���b�V°3�h¢�«¹§1±È�[´�¢�âI®��Ð¦ ¶�®{�V�X®�«ß�=�¥»#¢��
¢£¨ ®����V 3¬G¶m�X�a°3�X��âI®��h¶	§1���h¶�®�ù-ÔÈ°3±²§V¡{®�«
®��[�X¨�°3�X�-�= �¡{®{�½§1�X®#�h¶�®µ¨�§1«
®\§V¨�©��V���h¶��G¨X®µ°3�X�B�= �¡{®{�ë·Bø
�h¶�®
¬G��§1°3¶=ÔÈ·	§V¨X®{��§1±�¬I�V�h¢��h¶3« �3®{¨X¡��h¢�·&®{�^¢��^¨X®{¡��h¢£�V���=�¥�=���G��¦ ¶	§1��¢£¨~Û	ã�®5��®{®{���X�Â°3�X�~âI®5�h¶	§1���h¶�®b±£�V�3¬I®{¨h�
°	§1�h¶ë©8�X�V«ËâI®��h�X®úù

sh
�X�5�h¶�®µâI®��h�X®úù

vb
�X®�°3�X®{¨�®��[�h¢��3¬
·m¢��m¬G��§1°3¶

Gh(V,E)
¢£¨�®{¯B 	§1±&�X�

lcs(X1, Y1)
�

¼f®��
p = sh ; v1 ; v2 ; ... ; vn ; vb

·&®5�h¶�®5�h¶�®Ð±£�V�3¬I®{¨h��°	§1�h¶�¢��
Gh(V,E)

©��X�V«
sh
�X�
vb
�

ÓZ¢��X¨h�����V�X®b�h¶	§1�µ�h¶�®b¨�§1«
®a°	§1�h¶
p′
®����=¢��3¬m§1�

vn
«b �¨h�µ¶	§{âI®Ð§1±�±����-�3®{¨�±�ø-¢��3¬

X1
§1���

Y1
��àµ�~ã ·[ø

¼f®�«�«¹§Â�=�¥é��h¶�®a¨�®{¯[ �®���¡{®
Z =< v1...vn >

¢£¨#§�¡{�V«�«
�V�^¨h 3·�¨X®{¯B �®���¡{®a�1©
(X1, Y1)

��à#��ãÞ·&®{¡~§1 �¨X®
�1©��h¶�®�ã §{ø

w
ã�§V¨�¡�¶��G¨X®��fÛ3�h¶�®µãÝ®�¢�¬G¶B�#�1©Z�h¶�®µ¨X 3·�¨X®{¯[ �®���¡{®

Z
«a �¨X��·�®�®{¯B 	§1±��X�Ð�h¶�®µ±£®��3¬G�h¶¸�1©Z�h¶�®

°	§1�h¶
p′
�
Z
«a �¨X�a·&®
§m±£�V�3¬I®{¨h�b¡{�V«�«
�V�Ù¨h 3·�¨X®{¯B �®���¡{®¹¨h¢���¡{®Â§1¬[§1¢��ÿ·[ø�¼f®�«�«¹§��=�¥ém¢þ©��h¶�®��X®
ã�®��X®

§Â±£�V�3¬I®��\¨h 3·�¨X®{¯B �®���¡{®
Z ′
�1©

(X1, Y1)
ãÝ®Ðã��V 3±£��¶	§{âI®
§Â¡{�V�h�X®{¨h°&�V���=¢��3¬½°	§1�h¶�¢��

Gh(V,E)
ã�¶�®��X®

¢þ©�øI�V �§V�3�3®{�
vb
�X�Â�h¶�®5®����^ã��V 3±£��·&®b±£�V�3¬I®��µ�h¶	§1�

p
��¦ ¶	§1��¢£¨

lcs(X1, Y1) = length(p)
�&¦ ¶	§1��¢£¨

®�âI®��høm·3±£�B¡�ç
b
¢£¨�°3±²§V¡{®{�S§1���h¶�®�¨�§1«
®µù-Ô�¡{�B�V�X�=¢��	§1�X®a§V¨�ã�¢��h¶¸�h¶�®\¬G��§1°3¶�§1±�¬I�V�h¢��h¶3«¸�

2­B¢�«�¢�±²§1�h±�ømãÝ®�¡~§1��¡{�V��¡�±� ��3®��h¶�®µ©ª�V±�±£�~ã�¢��3¬¹±£®�«�«¹§
� �-îÿîÿ�ÿ�UT�x	xÀ¢0Z6`

B
�kZ c �2\�mdi2¾dadZ6` c [�o ∀b ∈ B : w(b) =

��W|o'`bu�mAs
b
wB¢0Z�`

b ∈ B c [jo�\]Z6` (X,Y )��Z c a�Zfe�gxZ2[�ikZ�z c Wbn�mAs�`bu
Z*s�mOn2^ (X,Y ) = (X1bX2, Y1bY2)
w « u
Z2[

lcs(X1, Y1)
W�a�`bu
Zy¨ � i�mdmOnfoOWb[ c `�ZmAs�`bu
ZN�2\�mdi2¾

b
W9[ c [¿mqz�`|Wb^ c \Uzj\ c ikZ2^_Z2[�` c [jo lcs(X,Y )

W9a¹`bu
ZN`/m%` c \*��Wvo%`buºmAs c [¿mqz�`|Wb^ c \X�2\�mdi2¾zj\ c ikZ2^_Z2[j`�w
àµ�~ãÇ·BøÂ�h¶�®\�äãÝ�¹°3�X®{¡{®{�=¢��3¬¹±£®�«�«¹§V¨�ã�®\¶	§{âI®��h¶�®�©��V±�±£��ã�¢��3¬
�h¶�®{�V�X®�«¸�
¡ ���[��}��-î"�=T8x3�Á¢�Â#ÃNi�m%^�z�g-` c `|WvmO[�i c [���Z c zDzj\ÄW/Zfo�`/m{oDZ�`�Z2nq^{Wb[�Z�`bu
ZX¨ c [jo�ª�i�m�mOnAo%W9[ c `�Zqa}mfs;Z c i2u�2\�mdi2¾ c [jo{`bu
Z���W|o%`bu c [jotu
Z2W�r@up`Kmfs;`bu
Z��2\�m�i2¾�z�\ c iqZ2^_Z2[�`xs�mOn c rOW9YOZ2[Na�Z�e6gxZ6[jikZÅz c Wbn�w « u
Z2n�Zbs�mOnfZ � `buxZmqz�`|Wb^ c \-z c i6¾�W9[-rNi c [¸��Z�mD�6` c Wb[�Zfo8�6ª¹i�mO^yzjg
`|W9[-rl¢¦Â#ÃUw
���9Æ ÇÈ>O.ÉC3L¤Q/Iº<UQ�FB&B$D./"'Ê*C ?A&B$­+
&#C3L¤)�"'.�!*F3Ë}Ì8G
�ä���h¶3¢£¨�¨X®{¡��h¢£�V��ãÝ®Ð�3®{¨X¡��h¢�·&®b�h¶�®Ð§1±�¬I�V�h¢��h¶3« �5°3�X�V°&�G¨X®{�S¢��M���6�������µ¢£¨µ°3�X®��h��ø^¨h�h��§1¢�¬G¶[�µ©ª�V�hã�§1�X��§1���
¶	§V¨�§5�h 3�3�3¢��3¬
�h¢�«
®\�1©

O(n2)
©��V��®�âG§1±� 	§1�h¢£�V�S§Ð¨X®{¯[ �®���¡{®�°	§1¢���°3±²§V¡{®�«
®��B�~���ä�½�h¶�®#��®úù=��¨X®{¡��h¢£�V�½ã�®

ã�¢�±�±n�3®{¨X¡��h¢�·&®�§Ð«
�V�X®�¨��V°3¶3¢£¨h�h¢£¡~§1�X®{�S§1±�¬I�V�h¢��h¶3«¸�

Å



¼f®��+�h¶�®��X®�·�® ¬G¢�âI®��Â§µ·3±£�-¡Xç-±�¢£¨h�
B = {1, ..., n} §1���Ð�h¶�®�¢��3°3 3��¨X®{¯B �®���¡{® °	§1¢�� (X,Y )

�I¦ ¶�®�©��V±�±£��ã�¢��3¬
��§1��§V¨h�h�h �¡��h 3�X®{¨¸§1�X®� �¨X®{�º¢�� �h¶�®�§1±�¬I�V�h¢��h¶3«¸��¿ ·3±£�B¡�çÄ°��G¨X¢��h¢£�V�W§1�h��§~ø

P [b], b = 1, ..., n
¢£¨ë �¨X®{�

�X� �X®{¡{�V�X�W�h¶�®
x
Ô¹�V�

y
Ô�¡{�B�V�X�=¢��	§1�X®��3®�°&®����=¢��3¬ �V� ã�¶�®��h¶�®��

w(b)
�X®�°3�X®{¨�®��[�X¨½�h¶�®�ã�¢£�=�h¶Þ�V�m�h¶�®

¶�®�¢�¬G¶[�ë�1©
b
�X®{¨h°&®{¡��h¢�âI®�±�øI��¦ ¶�®¸¢����=¢£¡{®{¨Â�1©��h¶�®½·3±£�-¡Xç

b
¢��
X
§1���

Y
§1�X®¸�X®{¡{�V�X�3®{�Ä¢��Ä�h¶�®S§1�h��§~ø

match[b], b = 1, ..., n
¨h �¡X¶^�h¶	§1�

match[b].x = i ⇔ b
¶	§V¨�¢����3®úù

i
¢��
X
§1���

match[b].y = i ⇔ b¶	§V¨Ý¢����3®úù
i
¢��
Y
�BÓ�¢��	§1±�±�ø��h¶�®#±£®��3¬G�h¶½§1�h��§{ø

L[1...n]
¢£¨� �¨X®{�
�X�b�X®{¡{�V�X�¹�h¶�®�±£®��3¬G�h¶ë�1©n¡~§1���=¢£��§1�X®{¨ �1©

�h¶�®#±£�V�3¬I®{¨h�Ý¡{�V«�«
�V�½¨h 3·�¨X®{¯B �®���¡{®G�[¦ ¶	§1��¢£¨
L[i]

�X®{¡{�V�X�3¨��h¶�®#±£�V�3¬I®{¨h�Ý¨h 3·�¨X�h�h¢��3¬5¨X®{®��ë¨X�\©È§1�~ÛIã�¶�®��X®
Y [i]

¢£¨��h¶�®\±²§V¨h��®�±£®�«
®��B�~�	¦ ¶�®a§1±�¬I�V�h¢��h¶3« ¢£¨�§V¨ ©��V±�±£��ã�¨bÏ�¨X®{®\ü�¬G 3�X®a» Ñ õÍ �9���	}V�9|���î xjÎ
���ä�3¢��h¢²§1±�¢��~®OÏ�æ�§1�X¡X¶=Ï�¿#�h��§{ø

match Ð
� �ä�3¢��h¢²§1±�¢��~®OÏ�¼f®��3¬G�h¶=Ï�¿#�h��§{ø

L
ã�¢��h¶�Ì Ð

»6©ª�V�
i = 1

�X�
n

Æ �3�
b = X[i] Ð

Í
p = match[b].y Ð

¾
P [b] = L[p] Ð

Å
t = P [b] + w(b) Ð

é ©��V�
j = p

�X�
n

è �3�Ð¢þ©hÏ
t > L[j] Ñ

�~Ì �h¶�®��
L[j] = t Ð

�G� ®�±£¨X®�·3�X®~§1ç Ð
�~� �X®��h 3�h�

L[n] Ð
� ®\����ãÞ¨h¶��~ãÞ�h¶	§1���h¶�®�§1±�¬I�V�h¢��h¶3«Ò¢£¨�¡{�V�h�X®{¡��~�
¡ ���[��}��-î"�=T8x=×·�y\Ñr'mOn2Wb`bup^ � i�mOn2nfZ�i�`|\Äª¹nfZ�`|gpn2[xa lcs(X,Y ) c [jol`buxZ,z
m@a2Wb`|WvmO[�mfs�Z c i2u§�2\�m�i2¾�W9a�i�mOn �n�Zfi�`|\¬ª¹n�Zfi�mOnfoDZfo8W9[

P [1, ..n]
w

� }1����� ¦ ¶�®�°3�X�-�1©b¢£¨¸§1�W¢����= �¡��h¢£�V�Þ��âI®��
i
�X�6°3�X��âI®��h¶	§1�½�h¶�®�°&�G¨h¢��h¢£�V��¨½�1©b�h¶�®�·3±£�-¡Xç=¨m¢��W�h¶�®

¨h 3·�¨X®{¯B �®���¡{®
X[1...i]

¢£¨ �X®{¡{�V�X�3®{�¸¡{�V�h�X®{¡��h±�øI�3¦ ¶	§1��¢£¨ �h¶�®�°3±²§V¡{®�«
®��B�X¨��X®{¡{�V�X�3®{�ë©ª�V� ®~§V¡�¶¸·3±£�-¡Xç
b
¢£¨

�h¶�®�¨�§1«
®�°3±²§V¡{®�«
®��B��§V¨��h¶�®\�V��®�¡{�V«�°3 3�X®{�¸·Bøë¨X�V±�â-¢��3¬
�h¶�®\¡{�V�h�X®{¨h°&�V���=¢��3¬¹±£¡{¨�°3�X�V·3±£®�«¸�
Ó��V�5�h¶�®¹·	§V¨�®Â¡~§V¨X®¹ã�¶�®��X®

i = 1
�h¶3¢£¨5¶��V±£�3¨a�h�h¢�â-¢²§1±�±�øÿ¨h¢���¡{®

L[1...n] = 0
§1���6�h¶�®��X®ú©��V�

P [1] = 0ã�¶3¢£¡X¶�¢£¨��h¶�®\¡{�V�h�X®{¡���°3±²§V¡{®�«
®��B��©ª�V���h¶�®�ü��X¨h��·3±£�-¡Xç&�
àµ�~ãÙ§V¨�¨h 3«
®÷�h¶	§1�n�h¶�®�°��G¨X¢��h¢£�V��¨��1ý¹§1±�±I�h¶�®�·3±£�B¡�ç-¨�¢����h¶�®�¨X 3·�¨X®{¯[ �®���¡{®

X[1..k]
§1�X®+°3±²§V¡{®{�b¡{�V�h�X®{¡��h±�øI�

¼f®��
i = k + 1

§1���S±£®��
bk+1

�3®����V�X®b�h¶�®�·3±£�-¡Xç
X[k + 1]

�	¿#±£¨X��±£®��
pk+1

�3®����V�X®��h¶�®a¢����3®úùS�1©
bk+1¢��½�h¶�®�¨X®{¯B �®���¡{®

Y
�3¦ ¶	§1��¢£¨

match[bk+1].x = k + 1

match[bk+1].y = pk+1

é



ÓZ¢�¬G 3��»=õB¿c¨�§1«�°3±£®��h 3�Â�1©n§1±�¬I�V�h¢��h¶3« ���V�Â�h¶�®��h 3�3�3¢��3¬b®úù�§1«�°3±£®ÐÏ
< 431625 >,< 635412 > Ñ �I¦ ¶�®

w(i)
¶�®��X®\�X®ú©�®��X¨��X��¡{�V�h�X®{¨h°��V���=¢��3¬Âã�¢£�=�h¶f�

P
õ=°&�G¨h¢��h¢£�V�S�1©�·3±£�B¡�ç-¨

àµ�~ãc§V¡{¡{�V�X�=¢��3¬5�X��±£®�«�«¹§b�=���~Ì\�h¶�®�°��G¨h¢��h¢£�V�Â�1©&·3±£�-¡Xç
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�-�=¢þ©�®{�¸¨���¢���¡~§1�¸¶	§1���=±£®b¡~§V¨X®{¨�ã�¢��h¶17 û	�I§1�h¢��3¬h7�·3±£�-¡Xç=¨~�	¿�©8�X®���¶	§~âB¢��3¬Â�h 3�
�h¶�®��V�h¢�¬G¢��	§1±�§1±�¬I�V�h¢��h¶3«��V��®�¨h¶��V 3±£�
®úù�§1«�¢���®��h¶�®�®{�=¬I®{¨~ÛG¨X��§1�h�h¢��3¬�ã�¢��h¶
�h¶�®��V��® ã�¢��h¶
±£��ãÝ®{¨h�ÝãÝ®�¢�¬G¶B�~Û
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ÓZ¢�¬G 3���G�Gõ�¿ ¡{�V��¨h�h��§1¢��B��¬G��§1°3¶¸�h¶�®a§1±�¬I�V�h¢��h¶3« ¡~§1�3���V�#¡{�V�[âI®��h�~Û	 3�3±£®{¨X¨��h¶�®a§1±�¬I�V�h¢��h¶3« ¢£¨ «
�B�=¢þü	®{�

§1����ã�¶�®���¢���ü����3¨�§ë���V�x�~®��X�mãÝ®�¢�¬G¶B�b®{�=¬I®Ð±£®~§V�=¢��3¬m©��X�V«á§Â«¹§1�hçI®{�����B�3®5�X�¸§1�� 3�3«¹§1�hçI®{�����-�3®
¢��\¨h¶��V 3±£��§V�3�^¢��µ�X�ë�h¶�®
Î�ÔÈ�h�X®{®GÛ&«¹§1�hçS¢��\§1����°3�X�-¡{®{®{����¿µ¨µ�h¶�®5�[ 3«a·&®����1©�®{�=¬I®{¨�¢£¨µ±�¢���®~§1�\¢��^�h¶�®
�[ 3«b·�®��Ý�1©�·3±£�-¡Xç=¨~ÛV·�®{¡~§1 �¨�®Ý�h¶�®�¡{�V��¨X�h��§1¢��[�+¬G��§1°3¶�¢£¨+§µ°3±²§1�	§1�÷¬G��§1°3¶fÛV�h¶�® �h 3�3�3¢��3¬��h¢�«
® ã�¢�±�±�¨X�h¢�±�±-·&®
±�¢���®~§1�~�-à#�V�X®��h¶	§1�Ý�h¶3¢£¨�°3�X�V·3±£®�«�ã�¢�±�±	���V��°��V°Â 3°¹¢��
�h¶�® 9 EOþ
§1±�¬I�V�h¢��h¶3«����V��¢��
�h¶�®yú\X<?-X > C�ø�ù�øDZ[?�øHYR :D;\=<> øi?HA<C��
¦ ¶3¢£¨�§1±�¬I�V�h¢��h¶3«  �¨X®{¨Z§��3®�°3�h¶�ü��X¨X�n¨X®~§1�X¡X¶fÛ�ã�¶3¢£¡X¶b �¨X®{¨f±£®{¨�¨f«
®�«
�V�hø\ã�¶3¢�±£®+¶	§~âB¢��3¬#�h¶�®�¨�§1«
®��h 3�3�3¢��3¬
�h¢�«
®�§V¨��h¶�® �h��§V�=¢��h¢£�V�	§1±3·3�X®~§V�=�h¶�ü��X¨h�~�Vàµ�V�X® �h¶	§1��§µ¼&Ô�¡{�V«�°	§V¡���¡{�V��¨h�h��§1¢��B�+¬G��§1°3¶�ã�¢�±�±3·�® ¡{�V�BâI®��h�X®{�
�X�Â§¹¶��V�h¢��~�V�[��§1±�Î�ÔÈ�h�X®{®bã�¢��h¶��~®��X�ÂãÝ®�¢�¬G¶B�\®{�=¬I®{¨�§1���^§¹ÜÝÔ�¡{�V«�°	§V¡���¡{�V��¨h�h��§1¢��[��¬G��§1°3¶^ã�¢�±�±�±£®~§V���X�
§5âI®��h�h¢£¡~§1±�Î�ÔÈ�h�X®{®�ã�¢��h¶�§1±�±n®{�=¬I®{¨�¶	§~âB¢��3¬
ã�®�¢�¬G¶[�X¨y�~®��X�3�

9':<;-=�> ø@?BADCjIBJ\GHEOþ
���3°3 3�~õ�¡{�V��¨X�h��§1¢��[��¬G��§1°3¶

G = (V,E)

Î# 3�h°3 3�~õµÎ�ÔÈ�h�X®{®
(T, π)

Ï8ã�¶�®��X® |T| = 2n− 2
§1��� |π| = n Ñ

¨�®���§1±�±f«¹§1�hç-¨��X�Ð©ª§1±£¨�®
°&®��h« ð Ì
¡{�-�3® ð Ì
R �yµ�ÚX|~}1�Dk��B}������Ý�j��|����S�	}1�3���

n ð ¡� 3�h�X®��B��Ï����B�3®
p ð °	§1�X®��[�

[n]�b� O «¹§1�hç
[n] lml w[e(p, n)] ð Ì

|����Bz
«¹§1�hç

[n] ð �h�h �®
�~é



T[
°�®��h« QmQ ] ð Ì

π[
¡{�-�3® QmQ ] ð n�ä�	} ¡ ∈ ¡X¶3¢�±£�=�X®�� [n]? > R<n-X > Z<X	Ï�¡ Ñ

T[
°�®��h« QmQ ] ð �

¿µ¨��h¶�®¸§1±�¬I�V�h¢��h¶3« â-¢£¨h¢��X¨�®~§V¡X¶º���B�3®m¢�� �h¶�®½¡{�V��¨h�h��§1¢��[�Â¬G��§1°3¶ �V��¡{®S§1���Ä�V�3±�ø �3�V¢��3¬ÿ�V°&®���§1�h¢£�V��¨
ã�¢��h¶S¡{�V��¨h��§1�B���h 3�3�3¢��3¬
�h¢�«
®GÛ��h¶�®\�X�V��§1±f�h 3�3�3¢��3¬
�h¢�«
®\¢£¨�±�¢���®~§1��¢��¸�h¶�®��[ 3«b·�®��µ�1©Z·3±£�-¡Xç=¨~�

Æ��po q�<sr�.�!*FP<=!8�,
q"%$'I�Iº<=(*CE.É>@>O.t/,Q/I
��©&�V��®�®���¡{�V 3�B�X®��X¨�§1�ëÎ�ÔÈ�h�X®{®��h¶	§1�Ý¢£¨÷���V�	§V�=«�¢£¨X¨h¢�·3±£®#�V��®�¡~§1�
«¹§1çI®�¢��Ý§V�=«�¢£¨X¨h¢�·3±£®�·BøÐ �¨h¢��3¬a�h¶�® ©È§V¡��
�h¶	§1��¡{�V�[âI®��h�h¢��3¬�§ë¶��V�h¢��~�V�[��§1±�Î�ÔÈ�h�X®{®Â§1±�ã�§{ø=¨\øI®�¢�±£�3¨a§m¼�Ô�¡{�V«�°	§V¡��a°3±²§V¡{®�«
®��[�5§1�����h¶�®
§1±�¬I�V�h¢��h¶3«
�h��§1��¨$©ª�V�h«
¨\§�âI®��h�h¢£¡~§1±�Î�ÔÈ�h�X®{®a�X�m§
ÜÝÔ�¡{�V«�°	§V¡���°3±²§V¡{®�«
®��[�~����©+�V��®a�X®�°&®~§1�X¨µ�h¶��G¨X®b§V¡��h¢£�V��¨��V��®bã�¢�±�±
�V·3��§1¢���§1��§V�=«�¢£¨�¨h¢�·3±£®bÎ�ÔÈ�h�X®{®\¢��½�h¶�®�®������
¦ ¶�®a§1±�¬I�V�h¢��h¶3« ±£�B�VçÂ±�¢�çI®\�h¶3¢£¨~õ

9':<;-=�> ø@?BADC 9 EOþ
���3°3 3�~õ#Î�ÔÈ�h�X®{®

T

Î# 3�h°3 3�~õ�¿��=«�¢£¨�¨h¢�·3±£®bÎ�ÔÈ�h�X®{®
T

¡�¶	§1�3¬I® ð �h�h �®
u �Z���8� ¡X¶	§1�3¬I®{�

¡�¶	§1�3¬I®{� ð ©È§1±£¨X®
Gy ð E%þ-GBEBIDJ�Ï

T Ñ
Ty ð IBJ\GHEOþ�Ï

Gy Ñ
Gx ð EOþ-GHEDIBJ�Ï

Ty Ñ
Tx ð IDJ-GBE%þ�Ï

Gx Ñ�b�
T ! = Tx|����Bz
T ð Tx¡�¶	§1�3¬I® ð �h�h �®

�X®��h 3�h�
T

¿�¡{¡{�V�X�=¢��3¬¤�X�P�¥���µ�h¶�® 9-:D;\=<> øi?HA<C 9 E%þ¤¶	§V¨ë±�¢���®~§1�ëã��V�X¨h�½¡~§V¨X®��h 3�3�3¢��3¬Ù�h¢�«
®G� �ä� ü�¬G 3�X® �~�6¡~§1�
·&®�¨X®{®���¶��~ãß�h¶�® 9-:<;-=�> øi?BADC 9 EOþ��h��§1��¨$©ª�V�h«
¨\�h¶�®�¶��V�h¢��~�V�[��§1±�Î�ÔÈ�h�X®{®

(0101001101, edbca)
â-¢²§½§

¡{�V��¨h�h��§1¢��B�5¬G��§1°3¶Ù�X���h¶�®¹âI®��h�h¢£¡~§1±�Î�ÔÈ�h�X®{®
(0011000111, acbde)

�Ý�ä�a�h��§1��¨h©��V�h«
¨5�X���h¶�®¹¶��V�h¢��~�V�B��§1±
Î�ÔÈ�h�X®{®

(0101001101, edbca)
Ûfã�¶3¢£¡X¶S�h��§1��¨h©��V�h«
¨��X�
�h¶�®\âI®��h�h¢£¡~§1±ZÎ�ÔÈ�h�X®{®

(acbde, 0010001111)

�~è



vwvx

yz

{w{|

}~

�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�
�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�
�w�w�w�w��w�w�w�w�
�w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w�
�w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w�
�w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w��w�w�w�w�w�w�w�w�

�w��w��w��w�
�w��w�
�w��w��w��w�
�w��w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w�

�w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w� ��������
�w��w��w��w�
�w�
�w��w��w��w�
�w� �����

�

�w�w�w��w�w�w��w�w�w��w�w�w��w�w�w��w�w�w��w�w�w��w�w�w�
�w�w�w��w�w�w��w�w�w��w�w�w��w�w�w��w�w�w��w�w�w��w�w�w�
�w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w�
�w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w�
�w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w��w�w�w�w�

����
������
��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w��w�w������
�������
��

a

b c

d

e

b b

e

d

c

a a

c

e

d

a

b c

d

e

OT

OT

OT

OT

h1

h2

v1

v2

ÓZ¢�¬G 3�a�~�=õ3æ�§1ç-¢��3¬Â§1��Î�ÔÈ�h�X®{®a§V�=«�¢£¨X¨h¢�·3±£®

Æ���� �}Q/&�&B$DL,Q/<=!,!*.�!*FPÇ4Q�FB&B$D./"'Ê*C )*>O.�!*F �,
6:;$'I�I
¦ ¶3¢£¨\¨X®{¡��h¢£�V��®úù=°3±²§1¢���¨a§ë�3®��X®��h«�¢��3¢£¨h�h¢£¡Ðû	�-�V�h°3±²§1�3�3¢��3¬�§1±�¬I�V�h¢��h¶3« ·	§V¨X®{���V���h¶�®
Î�Ô�¦f�X®{®
�X®�°3�X®{¨X®��=Ô
��§1�h¢£�V�^¢��[�h�X�-�= �¡{®{��¢����h¶�®�°3�X®�â-¢£�V �¨#¨�®{¡��h¢£�V��¨~�&´�¢�âI®��^§Ðü3ù3®{�^¨X®{¯[ �®���¡{®b�1©+·3±£�B¡�ç-¨#�X�
·&®\°3±²§V¡{®{���h¶�®
§1±�¬I�V�h¢��h¶3« �3®��X®��h«�¢��3¢£¨h�h¢£¡~§1±�±�ø¸ü����3¨�§�°3±²§V¡{®�«
®��B�~� � ®aã�¢�±�±Z§1±£¨X�Â®úù-°3±²§1¢���§Ð°3±²§V¡{®�«
®��B��¡{�V��¨X�h�h �¡��h¢£�V�
§1±�¬I�V�h¢��h¶3« ã�¶3¢£¡X¶5¢£¨Z§�âG§1�h¢²§1�[���1©��h¶�®Ý�3®��X®��h«�¢��3¢£¨h�h¢£¡Ýû	�-�V�h°3±²§1�3�3¢��3¬��V¦ ¶�®Ý¡{�V��¨h�h�h �¡��h¢£�V�
§1±�¬I�V�h¢��h¶3« ¡~§1�
·&®\ �¨X®{�½�X�Â¡{�V��¨h�h�h �¡��µ§Ð¶�®� 3�h¢£¨X�h¢£¡a¢��3¢��h¢²§1±�°3±²§V¡{®�«
®��[�~��­-®~§1�X¡X¶�¨h�h��§1�X®�¬G¢£®{¨�±�¢�çI®a¨h¢�«a 3±²§1�X®{�-Ôä§1�3��®~§1±�¢��3¬�Û
¬I®���®��h¢£¡úÔä§1±�¬I�V�h¢��h¶3«
¨~Û=§1���Ð��§1·3 =Ô�¨X®~§1�X¡X¶m¡~§1��·&®  �¨X®{�Ð�X��ü����
§\¨h 3·=Ô��V°3�h¢�«¹§1±�¨X�V±� 3�h¢£�V��©��X�V«ê�h¶�®�°3±²§V¡{®úÔ
«
®��[�5¬G¢�âI®��Ù·[ø��h¶�®ë¡{�V��¨h�h�h �¡��h¢£�V� §1±�¬I�V�h¢��h¶3«¸��¦ ¶�®Â¡{�V��¨h�h�h �¡��h¢£�V�Ä§1±�¬I�V�h¢��h¶3« ¢£¨5§1±£¨X�S�3®��X®��h«�¢��3¢£¨X�h¢£¡
©ª�V��§bü3ù=®{�¸¨�®{¯[ �®���¡{®��1©�·3±£�-¡Xç=¨~�
¼f®��X¨�ü��X¨h��®úù=°3±²§1¢��S�h¶3�X®{®a°3�X�B¡{®{�= 3�X®{¨#ã�¶3¢£¡X¶�ã�¢�±�±n·&®\ �¨X®{�½·Bø½�h¶�®a�3®��X®��h«�¢��3¢£¨h�h¢£¡�û	�B�V�h°3±²§1�3�3¢��3¬½§1���
�h¶�®�¡{�V��¨h�h�h �¡��h¢£�V�^§1±�¬I�V�h¢��h¶3«¸�
�ä�ë�h¶�®aÃ��G¨X� ©8 3��¡��h¢£�V�fÛ=ã���§1���mã���§1�X®�ã�®�¢�¬G¶[��©ª�V���h¶�®�§1�X®~§�§1���mã�¢��X®�±£®��3¬G�h¶¸�X®{¨h°&®{¡��h¢�âI®�±�øI�3�È©�®�¢��h¶�®��
�V��®��1©�§1�X®~§¸§1����ã�¢��X®�±£®��3¬G�h¶Ù§1±£�V��®Ð��®{®{�3¨a�X�m·�®Ð¡{�V��¨h¢£�3®��X®{��Û��V��®�¡{�V 3±£�ÿ§V¨X¨h¢�¬G�4�~®��X�mâG§1±� �®Ð�X�m�h¶�®
ãÝ®�¢�¬G¶B�\�1©��h¶�®b���V�$ÔÈ�X®{¯B 3¢��X®{�SâG§1±� �®G��¿µ¨X¨h¢�¬G�3¢��3¬¹���V�h«¹§1±�¢��~®{��Ì=�¥Í
�X�¹·&�V�h¶��1©÷�h¶�®�« ãÝ�V 3±£��¬G¢�âI®b®{¯B 	§1±
ãÝ®�¢�¬G¶B���X�
·&�V�h¶�âG§1±� �®{¨~õ � §1��� ~ ��¦ ¶�®a���V�h«¹§1±�¢���§1�h¢£�V��¢£¨#��®{®{�3®{�S¢��^�V�X�3®��#�X�Â®���¨h 3�X®a�h¶	§1�µ®�âI®��
�h¶��V 3¬G¶ � §1��� ~ §1�X®�«
®~§V¨h 3�X®{�S¢��¸�=¢þý&®��X®��B�� 3�3¢��X¨��h¶�®�ømã�¢�±�±�·&®�¬G¢�âI®���¨�§1«
®�°3�h¢£�V�h¢��äøI�

I = Z[?¢¡ V ù£Yi?�ø = ù
���3°3 3�~õ#Î#�h¢�¬G¢��	§1±÷Î�ÔÈ�h�X®{®¹Ï�¦\Û

π Ñ Û��ä�[�X®��X¡{�V�3��®{¡��h¢£�V���3®���§1¢�±£¨bÏ�à Ñ
Î# 3�h°3 3�~õµÃ��G¨X���1©Z�h¶�®\¡{�V�h�X®{¨X°��V���=¢��3¬Â°3±²§V¡{®�«
®��[� Â

�GÌ



Mµ¨h¢��3¬
¿�Îµ¦Ç�V·3��§1¢���§1�S§V�=«�¢£¨X¨h¢�·3±£®bÎ�ÔÈ�h�X®{®a¦}7
Mµ¨h¢��3¬ÂÎµ¦��IÎ\Ã�´ �V·3��§1¢���§5°3±²§V¡{®�«
®��[��Õ ©ª�V�aÏ�¦}7�Û

π Ñ
ÓZ¢����½�h¶�®b§1�X®~§ � �1©��h¶�®\¨h«¹§1±�±£®{¨h��·&�V 3���=¢��3¬
�X®{¡���§1�3¬G±£®b�1©Z�h¶�®\°3±²§V¡{®�«
®��B�#Õ
Mµ¨h¢��3¬�¢��B�X®��X¡{�V�3��®{¡��h¢£�V� �3®���§1¢�±£¨¹¢��càbÛZü���� �h¶�®¸ã�¢��X®�±£®��3¬G�h¶ ~ �X®{¯B 3¢��X®{�Ä·[øÄÕ  �¨h¢��3¬ÿ¶	§1±þ©8Ô
°&®��h¢�«
®��X®���«
®��h¶��-���
Â ð ã��¥¤ � Q ã��1¤ ~
�X®��h 3�h� Â

¦ ¶�®��3®�±£®��X®�©� 3��¡��h¢£�V�¸�X®�«
��âI®{¨#¨h°&®{¡�¢þü	®{�m·3±£�-¡Xçë©8�X�V«É�h¶�®5Î�ÔÈ�h�X®{®G�
¦ X : X�?-X§¡ V ùB?jø = ù

���3°3 3�~õ#Î#�h¢�¬G¢��	§1±÷Î�ÔÈ�h�X®{®¹Ï�¦\Û
π Ñ §1���S§5·3±£�-¡Xçm�X�Ð·&®��X®�«
�~âI®{� Bi

Î# 3�h°3 3�~õ��#®�«
�~âI®{¨��h¶�®\·3±£�B¡�ç
Bi

©��X�V«É�h¶�®\¢��3°3 3�µÎ�ÔÈ�h�X®{®

��®�±£®��X®\�h¶�®���ãÝ�¹·3¢��X¨�¡{�V�h�X®{¨h°&�V���=¢��3¬¹�X�
Bi

¢��S¦\�
�#®�«
�~âI®\�h¶�®�·3±£�B¡�ç

Bi
©8�X�V«É�h¶�®a¨X®{¯[ �®���¡{®

π
�

�X®��h 3�h�
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