
���������
	��
����� �������
�������������

�! #"�$� &%'"�(

)�* 	,+-���/.0���1���
���2���
�3���54768�-��9:�
���<;�=>�@?:�3�39:�>;�=BADCBE
)�* ���F��+��3��G * 	,+-�H��.>���������I4KJL�1GBM * �F���ON>�����3�1�OEL4768�-��9:�
�3�L;�PQE



���������
	��
����� �������
�������������

� "���$������ $ "�"
	

� G-� ��� � �
�����@�
�:�
���I��	 ��� �1��+�� �����/��G �
� ����9���������+��!G�	,��� � 	,+��
�/�3�
� ��� 	 �
�1�����I	 �
�>N �3. � 	 � ����� � ��G �����
�����! #"$���%� 	&���
�:�'� � �,� �(�I	,+:�
��9#���
�H�
	,��+��L����� �*)���	,�,�+�-� ��A
)-,/.�.�021/1436587�9;:�< �
� �
�:�
+�� 	 �
�1� �I	��
� �
�:�IN �3.>=��'�
� � �
�:� �/�3�
?8@ 	A�B=DCE ?GF �O�:��+2��� �
�:�
+��IH/JLK/K A

)NM H 1
0�O�PB3�MQ7�9;:�< 	,+��/���/�
� 	��
��� R 	,+��
� �
�:�2���1���
��� �
����� ?GF R
+��H�I��� ���1��G . 	 + ? A

)TSU0 K 0+PV0W3�MQ7�9;:�< G:�1���3�
���L	��
��� RX�'�
��� ? A
)�YL,+5V0Z< ��� �
�:�
+�� +:��� ��� 9:� . �/���H�
�O���
������A
)>[/\ZM H 3]9^7]MQ7`_a:�< ���3�
�:�
+�� �
�:�!���1���
��� �
���3� �/�3� ?cbed R6f bhg A
? ��+�G g �H�
� G:��� �
�
��.���G AXi^)��3�/.�	��
�1� 	 + ? �-��� � N � .0���1���
�
�-��+ �
�:� N��3. ���GR
A-i^)��3��. 	��
��� 	,+ g �-���>�0N��3. � �����H�
�3�
�
�-��+ �
�:� N �3.2����R
A

)�1(j K M�PX3�MW7�9UMk_L:�< �/9-�,	��
� �O�:� ���1���
��� �
�
�3� ? R g �3� +Q�O��	 +�	,+:�
R 	 +Q�
� �
�:�����0���1���
��� �
������� <ml �3� +�����	,+�	,+:� ���,� 	��
�1� �n�I	��
�
N��3. � � ���
�>�
�-��+�R F'd R6f F ��+�Gpo �3� +��O��	,+�	 +:� ��� �8	 �
�1���q�I	��
�
N��3. � ���
�1�H�
�3�<�
�-��+cR
A0� �:� 9 ��	 �5���L�/�1���
��� �
�
�3���sr ?ut�g'v 	,�
��� �
�:�
+:��G A ? R g 	,�LG:��� �
�
��.���G A

i ����� 	��
�1� �-��� �n��+�	&w/�:�IN � .�A^x7�
����� ���
�:��� �
�-��+ �
�����
� ����+�+����
� �5���3� �1���/�1G0	,+my 4/;�E �
	,� ��A



���������
	��
����� �������
�������������

��������� %��W��$
	 � "
��$������8$ "Q"
	

) i �����0+���G:� ����9���������+��O� � +:� 	��
�1� A
)�� �BG:����	 + �
�:� � ��� � ���Z�:�
���3� ��� ��+Q. +���G:� �-�() � N � .:�����1���
�
�-��+ �
�:�<+��BG:� 	��
�/���&� A

)�� �BG:��� 	 +<�
�:� �
	 � �Q�&���Z�:�
�
�3� ���:��+�.<+��BG:� �-�*)�� N � .:� � �����H�
�3�
�
�-��+ �
�:�<+��BG:� 	��
�/���&� A

)�
 � 	 +Q�
�3�
�8�H�I��+Q.�+���G:��� <
� K 0��
PX3��L:
� O M����ZPB3��a:
� j 3��L:

50

30

10

20

15

40

60

90

70 99



���������
	��
����� �������
�������������

� � ��"
	*	�%���������"��e	

,2.�.�021�1�36587�9U:

�4�
	�� 
�� ��� �
����� ��� ? A
�4�
	�� ��� x �X=���� 4�� E�� = F �O�:��+ ��� O M����2PX3��a: A�� �!�
� �4�
	�� � A
�4�
	�� ��� x �X=���� 4�� E�� = F �O�:��+ ��� K 0��
PB3��L: A � � �
� �4�!	�� � A
�4�
	�� "#� x �X=���� 4�� E � = F �
� �
�:�
+ �&A �4�!�$� A
�4�
	�� %�� x �X=���� 4�� E �'&�(*) F ���3�
�:�
++&�(*)#A �4�!�$� A

)-,/.�.�021/143-,/.^7�9U:

50

30

10

20

15

40

60

90

70 99

) � ��� ���
��	 +:�0	 �
��� R �O��N ��� �
	,� � 9��
��9 �����
	 � +-��� �
� �
�:� G:��9:�
�
�+��R 	 +��
�:�<�/���H�
�O���
����� < y 410 E ��	,+�� � ���-	 +-���/.��
�
�3� �I	 �O�20
	 �
�1��� ����+ �-�*)��<G:�39:�O�30+4 ;HA



���������
	��
����� �������
�������������

� �W	1"Q$ ��%���� ����"��e	

M H 1
0�O
PX3�MQ7�9U:

�4�
	�� 
�� = � =���� 4$R E�A ��� �
�����L��� ? A
�4�
	�� ��� =�� � 4�� E � = ��+�G OLM � �2PB3��L: � &�(*) < � � �IRQ� � �
�:�I�
	 ����� ��� +

�+��� A �4�!�$� A
�4�
	�� ��� =�� � 4�� E � =���+�G O M����2PX3��a:���� & ( ) < ��� OLM ���ZPB3��L: A � �

�
� �4�!	�� � A
�4�
	�� "#� =�� � 4�� E � = ��+�GhK 0��
PX3��L: � &�(*) < ���3�GRu� ���
�:��� ���'�8��� +����

�&A �4�!�$� A
�4�
	�� %�� =�� � 4�� E � =���+�GhK 0 �
PX3��a:���� &�( ) < � � K 0��
PB3��L: A�� �>�
�

�4�
	�� � A

)NM H 1
0�O�PB3	�/.^7�9U:

50

30

10

20

15

40

60

90

70 99

) 	 +��/���/�
	,+:�eR>�O��N ��� �
	,� � 9��
��9 ���/�
	,� +-��� �O� �
�:� G:�39:�
� ��� R
���'�
�3�8�
�:� 	,+��/�3���
	 � + < y 410 E



���������
	��
����� �������
�������������

� " � " ��%���� ���1"��e	

�4�
	�� 
�� * ��� 	,+ � � R
A
�4�
	�� ��� x ��R �-��� � &�(*) ����	,� G F ����9-�,��� � R ��.��
�:� �H�O�:�3�8����	,� G 4 �I��	,�O�

����+>� � & ( ):E@A �4� � �
�4�
	�� ����� � � �,�(� �
	����Q�!��� +��!��� K 0��
PX3�M�: ��+Q�
	 � ���1������	,+:� � +���G:���

�I	 �
� &�( ) ���8�
	����Q� ����	 �,G A �
�L��9>R ��+�G��-A JL��9-�,��� � RB�Q.�	��
�
��� � �L����	,� G 4 �1��+-� �
&�(*):E�A �4�!�$� A

)TSU0 K 0+PV0W3���.U:
)TSU0 K 0+PV0W3	�/.U:

50

30

10

20

15

40

60

90

70 99

) 9��
��9 ���/�
	,� +-���Q�
� �
�:�IG:��9:�
� ��� R��I�:��+TR �-��� � & ( ) ����	,� G 4$R
�-���8�
�#�#�>���3� �1���/�1G#E�A

) 9��
��9 ���/�
	,� +-���-�
� �
�:�<G:�39:�O�0���WR�
 G:�39:�
� ���WR	� � � ���'� �
��+ A
x + � ���
� �����/��� y 410 E �
	,� � 	,�L��� w/��	��
��G A



���������
	��
����� �������
�������������

��� %�� %������8$ "Q"
	

[2\ZM H 3%9B7]MQ7`_L:

)�� ��N �>�
�:� �
�����
����� ? ��+�G g �O�:�!��� � �<��+�G �
	 ����� ����	 �,G:����+
�+�WR F �
���/9 ��� �
	 )��1� .�A

)�� ��	,+�	,+:� ��� w/��	��
��� y 4/;�E �
	,� ��A



���������
	��
����� �������
�������������

��� � % ����%������8$ "Q"
	

1�j K MkPB3 MW7�9;M�_a:

�4�
	�� 
�� � ��� ���
�'R
A
�4�
	�� ����� �3� ? �#���
�:� � ���'�>���Z�:�
���3� ���GR F ��+�G � � � g � � �
�:���
	 �����

���Z�:�
�����<�+�WR
A
�4�
	�� ��� �Q�
��90	&�WR 	,� �
�:� �
�B��� ��� �
�:� ���
	 ��	 +-��� �
����� ? R g A
�4�
	�� "#� x �QR 	 � � ��� � � ����	 �,G F �
�:��+ g � ����R 0 4 g t�� 4$R E R t	� 4 � 4�R E`R E�E�A
�4�
	�� %�� x �QR 	 � �!�
	 � �Q�L����	,� G F �O�:��+ ? � ����R 0 4�
�4 � 4$R E�E t�� 4$R E`R t ? E�A
�4�
	�� ����� �3� � 4$R E8���@�I���'R ��+�G���� �O� �4�!	�� � A

) ��9-� 	����
	,+:� 	 �L9��
��9 ���/�
	,� +-��� �
� �
�:�<G:�39:�
� ���WR < y 410 E



���������
	��
����� �������
�������������

��� � % ����%������8$ "Q"
	

50

30

10

20

15

40

60

90

70 9935 45

40

35

45

S

T

i

30

10

20

15

35

S

40

45
T

i

40

45

T

i

30

10

20

15

35

S 50

60

90

70 99

SIT

split(40,SIT)



���������
	��
����� �������
�������������

� � � � �W��"�� � %��W��$
	�� "
��$������8$ "Q"
	

)�� �(� �
� �1�����/. � � � �
�
�3� ��9 �3�O� �O	 � +�� �I��	,��� N����39-	,+:� �O�:�
G:�39:�
�0�����
�:� �
�����<��� ���,���

) x � 	 � 9 � ���
	A�-� � �O� ����GU���3�L� � ?:	,� ����G:�39:�
�#�'�
� � y 410 E��
� � ���
�@?���� 9-� � y 4 � ��� 0 E��



���������
	��
����� �������
�������������

� � � � �W��"�� � %��W��$
	�� "
��$������8$ "Q"
	

) i^) ���/. +���G:� 	,�L��	��
�:���G�-�F���
N ���L���1G F �
�:�<�
�B���L	,�'�-�,���ON A
) � �,� �����*)����54 � x � +���G:����E ����� �-�F���ON A
) x � � +��BG:� 	,�L����G F �O�:��+-� ���
� 	��
�L�O��	,�,G:����+ ����� �-�,���ON A
) i^) ���/. 9 � �O�m�'�
��� � � 	A)���+ +���G:�>�
� �����O� ��� �O�:� �����*)����I	,+
	 �
�L���Z�:�
���3�<�-��� �
�:� �
��� � +������#��� ���W�-�,���ON +���G:�1�3A

1 1

2

3

1 1

2

2

1

3

2

2

1 1 1 1

1



���������
	��
����� �������
�������������

� "�%1� � � ��� � � � � �W��"�� � %��W��$
	�� "
��$������8$ "Q"
	

) � ����GBM �-�F���ON �
����� �I	 �
��0 	,+��
�3�
+-���I4 +�� +BM � �1�+�
E +��BG:���>�-���
�:��	 � �Q� �H� ��� � �I= �,���#4 0 
 ;�E�A

) � ���Z�:�
�
�3� �
�B���
��G �H�5��+��BG:� � �I	��
� �-�,���ON �:��	 ��������� 4 � E
�-��� �H� ������� ��=��
	���
�� 4 ;<	,+��
���
+-��� +��BG:���3A

)�
 �
�������Q.�	,+�GU���@�
	,� +2� +��
�:� �:��	 ����� ��� �&A
) x ��� 4�� E �����
�:�1+ ��	,� ��+ 4 � ?B�
���
+-��� E&� �1�+� F ��+�G �
�:� +���� � �3�
�+� 	,+��
���
+-��� +���G:��� 	,���:A � +�G =���	���
�� 4 ; � =�� 4 ; ���:A

) � ������� � �
�-�H� � �-���<� 9 � ��	��
	A) � �:�1	�������A i ���O� ��� �O�:�>�`�L�
�O��	,�,G:����+ ��� � �-���!�:�1	����Q�!��+:�0���1���3A � �:�/�O�:�3�
������� F �
�:��	 �
�-�,���ON �:�1	������ 	 � � ��������� ����� 4 � E 4 ;HA � �:�3��� � ����� F ��. �O�:�
	 +�GU��� �
	 )�� ��.B9 ���
�:���
	 � F �O�:� +/��� �#���<��� 	,+��
���
+-��� +��BG:��� 	,+
�
�:�<���Z�:�
�����<�
�B�H�
��G2�H� � 	,� � � � �1��� �

47= ��	���
������ 4 ;�E 
 47= ��	���
������ 4 ;�E 
 ; � = ��	���
�� 4 ;

) � �3� � �#�<�
�:� �:��	 ����� ���&�O�:� �
������A
) i^) ���/. ���1G +���G:� �-��� � � � �-�,���ON ��� +��3A � ��� � �3� ���<�
��G
+���G:���0� + ��+Q. 9 �H�
� �'�
� � �
�:� �
����� � �1��+�+���� �#� �������
�
�-��+!�#" =BA � �:�3��� � ����� �O�:� +/��� �#���<���8�-�F���ON +���G:���5����� �
�#� �H�0� �1��� �$��"�=BA � �:������� ���
�%��� 4 � E'& �#" =BA � �:�3��� � �����
0(& =�	�)+*�4 ;�A

)-, � 0 
 ;.& = 	�)/*!F ��� 
 �10 410 
 ;1E2&���"�= F ��� = � ��� 410 
0;�E2&�� A



���������
	��
����� �������
�������������

� � � � �W��"�� � %��W��$
	�� "
��$������8$ "Q"
	

) � ��� ���
��	 +:� ��+ 	��
��� 	,+ � ���F��+�� ��G �-	 +-���/. �/�����
��� �
����� ���@M
w���	 ����� y 4K� ��� 0 E �
	 � � A

) x +��/���/�
	,��+>��+�G>G:��� � �
	,� +5�1��+ ���,��� � �8G�� +:� 	,+#y 4 �,��� 0 E �O	 � �
�;� � ��9�9��
��9��
	F�H�
� � ���F��+��3	,+:�!	,�8�
� w���	 ���1G A

1 1

2

3

1 1

2

2

1

3

2

2

1 1 1 1

1



���������
	��
����� �������
�������������

� "��W� � � �W�Q%���� � � � � �W��"�� � %��W��$
	�� "
��$��+��� $ "Q"�	

y

x

x

y

A

B C A B

C
RIGHT  ROTATION

LEFT   ROTATION

) i �����0���&�O�:���/� ��9 �3�
�H�
	,� +�� �1��+ � � G�� +:� 	,+hy 4/;�E �
	 � � A



���������
	��
����� �������
�������������

� "��W� � � �W�Q%����p� � �1"�$2� �W	�"�$ ��% � �

x problem propagates up the tree

if the root is reached it is colored black

problem propagates up the tree

if the root is reached it is colored black

x x

a

b

c
e f a b c

e f

rotation and some color changes

termination

x

a b

c e f

rotation and case above

a

b c

e f



���������
	��
����� �������
�������������

� "��W� � � �W�Q%����p� � �1"�$ � " � " � % � �

) x ���
�:� ���1���()���G +��BG:� �L��� ����G F +��!9��
���-� �����3A
) x � �O�:� ���1� ��) �1G2+��BG:�q� ��� �-�,���ON��I��	,��� 	 �O� ��� � � ��� + �h�L���
����G F � ��N � �h�-�,���ON A

) x � �O�:� ���1� ��) �1G2+��BG:�q� ��� �-�,���ON��I��	,��� 	 �O� ��� � � ��� + �h�L���
�-�,���ON �



red top node takes care of the
fat black node

fat black node propagates
up the tree

case 2a

case 2b

case 4a

case 4b

a b

c d e f

a b

c d e f

a
b

c d e f

a b

c d e f

a b

c d e f

a b

c d e f

a b
c d

e f

a b c d

e f

fat black disappears

fat black disappears



���������
	��
����� �������
�������������

� " �W� � � �W�Q%������ � ��"Q$ � " � " � % � �
�

� � � �
�

case 3a

case 3b

transformed into case 4a

transformed into case 4b

a b

case 1

a b

c d e f

a b
c

d

e f

a b

c d e f

a b
c

d

e f

a
b

c d e f c d

e f transformed into 2a, 3a or 4a
depending on c and d



���������
	��
����� �������
�������������

��� %�� %���� � � � � �W��"�� �8$ "Q"
	

) x + ���
G:�3� �O�^� � 	 +5�'� ���,��+�� �1G �
�
�3� l F 	��
��� R F ��+�G5�'� ���F��+��3��G
�
���3� o F ��� 4 l E ��+�G ��� 4$o�E8	,� �3� � 9 �H�
��G A

) x � ��� 4 l E2& ���&4 o�E F �
	 ����� 9 � 	,+��
���
� 	,+ l �H�
� � � �,� ���8��G���+Q�
	,� �
�-�,���ON +���G:�����I	��
� ��� 4�� E ����� 4$o�E8	,�L���1�����:��G A

) � ��+�G 	��
� ���Z�:�
���3��	,�>����9-�,��� �1G ��. R F � 4K��+�G 	��
� G:�����3��+BM
G-��+Q�
�OE 	,� � ��G:� ��� � � ���Z�:�
����� ��� R F ��+�G o 	,� � ��G:�L�
�:�I�
	 �����
���Z�:�
�����<�+�WR

) R 	,�L�/� � �O��� �<����G A
) ����� ���F��+���	 +:� � �3��	,+�+�	 +:� �'�
� � R 	,� �
�:��+ �������
	��1G�� � � ��� 	&�QR
�L���L	 +��/���/�
�1G A

) � �:�<�����/� ���&4 l E � ���&4 o�E 	,� � . ��� � �
�
	 ��A
) i ����� � � 	 + 	,� 9��
��9 ���/�
	,� +-�����O� �
�:�I����� ��� �-�,���ON �:��	 �����
� ���
�
���3�1�3A � �1+�� � � � 	,+ ���HN �1�L�H� ��� � � y 4 �,��� 0 E �
	,� ��A

s

x
i

t
s

r(t)

i

x t

r(t)+1

r(t)

r(t)

r(x) = r(t)

r(s)



���������
	��
����� �������
�������������

��� � % ����%���� � � � � �W��"�� �8$ "Q"
	

) � � �/9-�,	 ���O	 +:� 	,+s�-	,+-�H��.��/�����
��� �
�������3A * � �u�/��	,+��8���L	,+s� ��� M
��+��3��G-�-	 +-���/. �
���3�1�3A

) ��9-� 	�� �
� w���	 ���1� y 4 �,��� 0 E �
	,� ��A


