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Resumesidsteto gang

� SprogL : mængdenaf instanserfor et afgørligheds-
problemhvor svareter1.

� P �

�

L : L genkendesaf enalgoritmei polynomieltid �

� NP �

�

L : L veri�ceresaf enpolynomieltidsalgoritme�

� Q erNP-fuldstændighvis
Q � NP og � R � NP : R � pol Q

� CIRCUIT-SAT erNP-fuldstændig
� SAT erNP-fuldstændig
� 3CNF-SAT erNP-fuldstændig
� CLIQUE erNP-fuldstændig
� VERTEX-COVER erNP-fuldstændig

ProblemerQ � pol Rreducereskundenenevej, men
f.eks.CLIQUE � pol CIRCUIT-SAT � pol 3CNF-SAT
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Oversigt

Vi fortsætterbeviserfor NP-fuldstændighed.
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Idag:
� Hamiltonkreds
� Travelingsalesmanproblem
� Subset-sumproblem
� Minestryger
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Hamilton-kr eds

HAM-CYCLE afgørlighedsproblem:

HAM-CYCLE �

���

G � : der�ndes enkredsi
grafenG �

�

V � E � s	ahver
knudebesøgeseengang

For eksempel
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HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

1 Bevis atHAM-CYCLE � NP
2 VælgetkendtNP-fuldstændigtproblem

3 Beskriv enalgoritmef somafbilder
VERTEX-COVER � HAM-CYCLE

4 Bevis at f opfylderx � VERTEX-COVER �

f
�

x � � HAM-CYCLE for allex �

�

0 � 1 �

�

5 Bevis at f køreri polynomieltid.

VERTEX-COVER ogHAM-CYCLE

k � 2
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HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

Intuition: Enknude-overdækningopfylder

a) vælgerk knuder

b) n	ar knudevælges,markerervi insidentekanter

c) allekanterskalmarkeres1 eller2 gange

Hver kantrepræsenteresaf widget(dims)

c) hverwidgetkangennemløbes1 eller2 gange
a) tilføjer k ekstraknuders1 � s2 ������� � sk
b) n	arbesøgerknudesi gennemløbesinsidentekanter

5



HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

Widget(dims,dippedut,dingenot)
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HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

Konstruktion
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HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

Samletgraf
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HAM-CYCLE er NP-fuldstændig

� f opfylder

x � VERTEX-COVER � f
�

x � � HAM-CYCLE

� f opfylder

f
�

x � � HAM-CYCLE � x � VERTEX-COVER

� f køreri polynomieltid

– knuder:
� i widgets:12E
� knuders1 ������� � sk: k

– kanter:
� i widgets:14E
� knuders1 ������� � sk til widgets:2kV
� imellemwidgets:2E � V

– Bemærk:k � V
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Traveling salesmanproblem

Givet en ikke-orienteretgraf G �

�

V � E � medvægte(af-
stande)ci j knyttettil hveraf kanterneei j. FindenHamilton-
kredsaf mindstelængde.
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Afgørlighedsproblem

TSP�

���

G � c � k � : G harenHamilton-kredsaf længde� k �

hvor
G �

�

V � E � erenkompletgraf
c erenafstandsmatrix
k eret heltal
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TSP er NP-fuldstændig

1 Bevis atTSP � NP

2 VælgetkendtNP-fuldstændigtproblemHAM-CYCLE

3 Beskriv en algoritme f somafbilder HAM-CYCLE
� TSP

4 Bevis at f opfylderx � HAM-CYCLE � f
�

x � � TSP
for allex �

�

0 � 1 �

�

5 Bevis at f køreri polynomieltid.

Reduktion:
� GiveteninstansG �

�

V � E � af HAM-CYCLE
� KonstuerkompletgrafG� �

�

V � E � �

� Afstande

ci j �

0 hvis
�

i � j � � E
1 hvis

�

i � j �

�

� E

� Sætk � 0
� ÆkvivalenteTSP:

�

G� � c � k �
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TSP er NP-fuldstændig

HAM-CYCLE
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Subset-sumproblem

Subset-sumproblemet(delmængdesum):
� Givetmængdeaf heltalS �

�

s1 � s2 ��� � � sn � samtheltalt
� FindesderendelmængdeS��� Ss	a

å
j � S�

sj � t

For eksempel

S= � 1,2,7,14,49,98,343,686,2409,2793,16808,17206,117705,117993�

t=138457

harløsning

S� � � 1 � 2 � 7 � 98� 343 � 686� 2409 � 17206� 117705 �

Afgørlighedsproblem

SUBSET-SUM �

���

S� t � : dereksistereren
delmængdeS��� Ss	aå j � S�

sj � t �
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SUBSET-SUM er NP-fuldstændig

Bevisetsgang

1 Bevis atSUBSET-SUM � NP

2 VælgetkendtNP-fuldstændigtproblem3CNF-SAT.

3 Beskriv en algoritme f som afbilder 3CNF-SAT �

SUBSET-SUM.

4 Bevis at f opfylder

x � 3CNF-SAT � f
�

x � � SUBSET-SUM

for allex �

�

0 � 1 �

�

5 Bevis at f køreri polynomieltid.
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SUBSET-SUM er NP-fuldstændig

3CNF-SAT
f � C1

�

C2
�

C3
�

C4

� � x1 ���

x2 ���

x3 �

�

�

�

x1 ���

x2 ���

x3 �

�

�

�

x1 ���

x2 �

x3 �

�

� x1 �

x2 �

x3 �

tilfredsstillendetildeling: x1 � 0 � x2 � 0 � x3 � 1
Vedat literaleri clausuler forskellige

Transformation
x1 x2 x3 C1 C2 C3 C4

x1 v1 = 1 0 0 1 0 0 1
� x1 v�1 = 1 0 0 0 1 1 0
x2 v2 = 0 1 0 0 0 0 1

� x2 v�2 = 0 1 0 1 1 1 0
x3 v3 = 0 0 1 0 0 1 1

� x3 v�3 = 0 0 1 1 1 0 0
s1 = 0 0 0 1 0 0 0
s�1 = 0 0 0 2 0 0 0
s2 = 0 0 0 0 1 0 0
s�2 = 0 0 0 0 2 0 0
s3 = 0 0 0 0 0 1 0
s�3 = 0 0 0 0 0 2 0
s4 = 0 0 0 0 0 0 1
s�4 = 0 0 0 0 0 0 2
t = 1 1 1 4 4 4 4
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SUBSET-SUM er NP-fuldstændig

formelt
� hvervariabelxi to heltalvi ogv�i i S
� for hverklausulCj to heltalsj ogs� j i S
� m	alsumt har 1 i hver søjlesvarendetil variabel,4 i

hversøjlesvarendetil klausul
� regner10-talssystem(faktiskville base7 værenok)
� alleheltali Ser forskellige
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SUBSET-SUM er NP-fuldstændig

� viser

x � 3CNF-SAT � f
�

x � � SUBSET-SUM

� viser

x � 3CNF-SAT � f
�

x � � SUBSET-SUM

Køreri polynomieltid
� Sindeholder2n � 2k heltalhvert heltaln � k cifre
� output

�

2n � 2k �

�

n � k � cifre
� hvert ciffer genereresi polynomieltid
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Minestryger

GivetspillepladeP medangivelseaf cifre.Placerminers	a
hvert ciffer hardetretteomkringliggendeminer.

2 1 2 1
2
3 2 1 1

Afgørlighedsproblem

MINESWEEPER-SAT �

���

P � : dereksistererenplaceringaf
miners	aallecifre tilfredsstilles�
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MINESWEEPER-SAT er NP-fuldstændig

1 Bevis atMINESWEEPER-SAT � NP

2 VælgetkendtNP-fuldstændigtproblem3CNF-SAT.

3 Beskriv en algoritme f som afbilder 3CNF-SAT �

MINESWEEPER-SAT.

4 Bevis at f opfylder

x � 3CNF-SAT � f
�

x � � MINESWEEPER-SAT

for allex �

�

0 � 1 �

�

5 Bevis at f køreri polynomieltid.

Eksempel

f �

�

� x1 �

x2 �

� x3 ���

�

x1 �

� x2 �

x3 ���

�

x1 �

x2 �

� x3 �

medtilfredstillendetildeling: x1 � 0 � x2 � 1 � x3 � 1.
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MINESWEEPER-SAT er NP-fuldstændig

Intuition

20



21



22



23



24



25



26



MINESWEEPER-SAT er NP-fuldstændig

SamletspillepladeP

f �

�

x1 �

x2 �

� x3 ���

�

x1 �

� x2 �

x3 �

x1

�

x1

x2

�

x2

x3

�

x3
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or

or

or

and
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Opsummering

De NP-fuldstændigeproblemerer voresbedstebud til at
viseNP

�

� P.
� Hvis der �ndes et NP-fuldstændigtproblemsomer

løseligti polynomieltid, s	aerNP � P.
� Hvis et problemi NP ikke kan løsesi polynomiel

tid s	a kan ingenNP-fuldstændigeproblemerløsesi
polynomieltid.

Samlingeraf NP-fuldstændigeproblemer�ndes i
� Garey andJohnson(1979)”ComputersandIntracta-

bility: aguideto thetheoryof NP-completenes”.
� Crescenziand Kann (1995) ”A compendiumof NP

optimizationproblems”.
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