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Lasning af A‘P-harde problemer

e Introduktion til Branch-and-bound
e Et konkret eksempel: knapsack problemet
e Mere om Branch-and-bound

— Sggestrategi

— Valg af greenseverdi funktion

— lvrig eller doven evaluering af greenseveerdi
— Forgreningsregler

— Startlgsning

Selv om alle AP-fuldstendige problemer kan reduceres
til hinanden skal specifik struktur udnyttes

Konkrete eksempler (naeste gang)



Lgsning af A'P-harde optimeringsproblemer

Optimeringsproblemer
e Mere naturligt
e Nemmere at lgse

Traveling Salesman, afgarlighedsproblem

TSP ={< G,c,k>: G=(V,E) eren komplet graf,
Cc er en afstands matrix,
K er et heltal,
G har Hamilton-kreds af leengde < k}

Traveling Salesman, optimeringsproblem

TSP-OPT = {< G,c>: G=(V,E) er en komplet graf,
c er en afstands matrix,
find korteste Hamilton-kreds}

Optimeringsproblemer
e Lasning kan ikke verificeres i1 polynomiel tid.

e Problem er " A(P-hardt”.
e Tilhgrende afgarlighedsproblem er A/P-fuldstendigt.
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Lasning af A(P-harde problemer

Alternativer
e Lgs til optimalitet i eksponentiel tid
e Find tilnaermet Igsning i polynomielt tid

NP-fuldstaendige problemer kan lgses i eksponentiel tid
e Certifikat polynomielt langt
e Certifikat kan evalueres i polynomiel tid
e Kan derfor prgve alle mulige certifikater



Branch-and-bound paradigmet

Alternative navne:
e Branch-and-bound
e Del-0g-hersk

e Implicit enumerering

Karakteristika:
e Systematisk gennemsggning af alle mulige lgsninger
e Dele af gennemsggningen undgas pga. greensevaerdi
e | vaerste fald praves alle kombinationsmuligheder



Opdeling af lgsningsrum

Lasningsrum deles op I hver iteration indtil hver mangde
kun indeholder en enkelt mulig lgsning.

e Opdeling kan ske ved at tildele en variabel vardier
e Opdeling ma godt have overlappende dellgsninger
e Opdeling ma ikke udelukke lovlige lgsninger



Branch-and-bound komponenter

Minimeringsproblem:
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e f(X) objektfunktion

e Slgsningsmangde

e hidtil bedste lgsning z (incumbent)

e forgrening (branch) opdeler Si mindre dele §

e greensevaerdi 4; < f(x) forallexe S
e forkastning af dellgsning § (fathoming) hvis ¢; > z



Granseveerdi

Nedre graense ¢; < f(x) for x € S.
Eksakt bestemmelse af /; tager lang tid

e Objektfunktion &ndres
e Relaxering af begraensninger (lgsningsrum udvides)
e Kombination af begge

Hvis g(x) < f(x) foralle x € § sa

ming(x) < min f(x)

Hvis endvidere § C T; sa

ming(x) < ming(x)

Lad 4 = mingeT. g(X). Hvis ¢ > zsa
z</ti<f(x)forallexe S
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Knapsack Problem

Givet n genstande og een rygsaek
e Genstand | vejer w;
o Nytteveerdi af genstand | er p;
e Rygsakkens indhold ma hgjst veje ¢

Maksimeringsproblem

n
maximize PiX]
=1

n
subjectto % wix;<¢c
=1

X E{O,l}, jZl,...

Vigtigt problem
e Budgettering
e Transport
e Underproblem i andre algoritmer



Design af branch-and-bound algoritmer

e Sggestrategi

e Hvornar skal graenseverdi udregnes (ivrig/doven)
e Granseveardi funktion

e Forgreningsregler

e Startlgsning

Valg er problemspecifikke.



Sggestrategier

e Breadth first

e Depth first

e Best first
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Sggestrategier

Breadth first
e Exponentielt antal knuder
o Maske fordel at alle knuder pa samme niveau

e (Lige mange variable tildelt veerdi, greensverdi lig-
ner)

Depth first
e Huvis treeets dybde er n sa O(n) plads
e Stiler ikke ngdvendigvis mod optimal Igsning

Best first
e Exponentielt antal knuder
e Datastruktur til at organisere knuder efter greenseveerdi
e Stiler mod optimal lgsning
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Hvornar skal greenseveerdi udregnes

To strategier: lvrig (Eager) og Doven (Lazy)

Datastruktur

P={(P1,ta),(P22),- -, (P m)}

liste, stak, prioritetskg (minimum)
Initielt P, = hele lgsningsrummet

Eager:
choose live node (P, /)
subdivide P (branch)
for each new P,
fathom if not feasible
update z if improved
derive bound /;
If 4; < zthen
add (P, ¢;) to nodes
else
fathom P,

(minimeringsproblem)
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Lazy:
choose live node (P, /)
fathom if not feasible
derive bound /¢
If £ < zthen
update z if improved
subdivide P (branch)
for each new P.:
add (R, ¢) to nodes
else
fathom P,



Ivrig eller doven

Ivrig
o “Korrekt” greenseveerdi for alle knuder

e Hvis z forbedres og knuder forkastes, er graensev. be-
regningen spildt

Doven
e Foraldreknudernes graensvardi benyttes

e Hvis z forbedres og knude kan forkastes pa basis af
foraeldreknudes graensveaerdi sa sparet graensev.beregning

Forskelle

e Da greensverdi typisk kan beregnes i polynomiel tid,
kun polynomiel faktor i forskel pa keretid.

e Hvis Z* kendt fra begyndelsen, ingen forskel

e Stor forskel hvis parallel lgsning
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Opdeling af lgsningsrum

Branching opdeler lgsningsrum
Tilfgjer ekstra begreensning til hver mangde
Typisk ved at tildele en eller flere variable en veerdi

e Dichotomisk

e Polytomisk

For et minimeringsproblem vil greensveerdi veere voksende
jo dybere ned 1 sggetraeet vi kommer:

¢ > ¢; hvis ierafkom af |
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Hvor mange knuder skal besgges

e Lad zveare nuvarende lgsning
e Lad z* veere optimal lgsning
e Kritiske delproblemer S

fi<Z*

o Semi-kritiske delproblemer S
b <Z

Hvis z* kendt fra starten skal alle kritiske knuder besgges
uanset sggestrategi (bredde-farst, dybde-farst, bedste-farst).

Hvis z* farst findes undervejs i forlabet risikerer vi ogsa at
bes@ge knuder med

i<z men ¢4 >Z7
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Indsigt

Vigtigste valg 1 branch-and-bound algoritme
e graenseveerdi funktion
e opspaltning i delproblemer
e god startlgsning

Er disse valgt, skal alle kritiske delproblemer besgges for
at bevise optimalitet

Sekundeere valg:

e Sggestrategi (bedste-farst, dybde-farst, bredde-farst)
da primeaert mal at lede mod optimal lgsning

e lvrig eller doven evaluering af graenseveardi
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Granseverdi beregning

Relaxeringer
e "Smid nogle krav vaek”
e Udvid mangden af lovlige lgsninger
e Tilstreeb nemt (polynomielt) resterende problem

Hvilke begraensninger skal relaxeres
e ’de grimme”

e tilbagevaerende problem er polynomielt lgseligt
(e.g. min spanning tree, assignment problem, linear
programming)

e resterende problem er A(P-hardt men gode teknikker
findes (e.g. knapsack)

e begraensninger som er sveere at beskrive matematisk
(e.g. cutting)

e begraensninger som er for omfattende at beskrive expli-
cit (e.g. subtour elimination in TSP)
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Startlgsning

Hvis kender optimale lgsning z* fra starten, sa besgger
breadth-first, depth-first, og best-first samme antal knuder.

e Konstruer lgsning ved gradig heurstik
e Problemspecifik algoritme

e Approximationsalgoritme

e Metaheuristikker

Det kan normalt betale sig at basere sggestrategi pa gradige
principper.
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Opsummering

Lasning af A(P-harde optimeringsproblemer
e Optimeringsproblemer <> afgarlighedsproblemer
o AP-hardhed for optimeringsproblemer

e Optimeringsproblemer kan ikke verificeres i polyno-
miel tid

e Lgs til optimalitet i eksponentiel tid
e Find tilnaermet Igsning i polynomielt tid

Branch-and-bound
e Systematisk gennemsggning af alle mulige lgsninger
e Dele af gennemsggningen undgas

e Der findes instanser som kraever at et eksponentielt
antal dellgsninger undersgges
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Opsummering

Minimeringsproblem:

i 49

e f(X) objektfunktion

e Slgsningsmangde

e hidtil bedste lgsning z (incumbent)
e forgrening (branch)

— dichotomisk eller polytomisk opdeling
— bredde-farst, dybde-farst, bedste-farst sggning

e grenseveerdi ¢

— overholder ¢; < f(x) for alle x € S.

— dellgsning § forkastes (fathoming) hvis ¢; > z
— ivrig eller doven evaluering af graenseverdi.

— greenseveerdi ¢ > ¢; nar i er afkom af j.

e startlgsning

— skal veere sa god som mulig: heuristikker
— hvis z= z* sa skal kun kritiske knuder besgges
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